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Vorwort zur fiinften Auflage

Auch diese Neuauflage wurde zum Anla3 genommen, den vorlie-
genden Text zu verbessern und um neue Abschnitte zu ergédnzen.

Schon in den fritheren Auflagen wurde die Mehrzielmethode
als eine der leistungsfahigsten Methoden zur Losung von Rand-
wertproblemen fiir gewohnliche Differentialgleichungen behan-
delt. In einem neuen Abschnitt 7.3.8 werden jetzt neuere fortge-
schrittene Techniken beschrieben, die die Effizienz dieser Methode
weiter steigern, wenn man mit ihr Mehrpunktrandwertprobleme
behandeln will, bei denen Unstetigkeiten der Losung zugelassen
sind. Solche Probleme treten bei Differentialgleichungen auf, die
optimale Steuerungen beschreiben, in denen sich die Steuerung in
Abhingigkeit von Schaltfunktionen dndert.

Krylovraum-Methoden gehdren mittlerweile zu den wichtig-
sten iterativen Methoden zur Losung sehr groBer linearer Glei-
chungssysteme. Thre Beschreibung in Abschnitt 8.7 wird um einen
neuen Unterabschnitt 8.7.4 erginzt, der sich mit dem Bi-CG Ver-
fahren befafit und dessen Stabilisierung, dem Bi-CGSTAB Ver-
fahren, das speziell fiir die Losung von Gleichungen mit einer
nichtsymmetrischen Matrix wichtig ist. SchlieBlich werden jetzt
alle Krylovraum-Methoden in einen detaillierteren Vergleich der
iterativen Verfahren in Abschnitt 8.10 einbezogen.

An der Erstellung der Neuauflage haben viele geholfen. Be-
sonders danken wir Herrn Dr. R. Callies fiir seine Hilfe beim
Zustandekommen des neuen Abschnitts 7.3.8, in den seine Ideen
und Resultate eingeflossen sind. Die Herren Dr. M. Preill und
Dr. M. Wenzel haben sich mit der kritischen Lektiire nicht nur
der neuen Abschnitte verdient gemacht. Herrn Professor Sadegh
Jokar von der Universitit Teheran danken wir fiir Hinweise auf
(gewissermaflen internationale) Druckfehler in den fritheren deut-
schen wie englischen Auflagen.
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SchlieBlich danken wir den Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern
des Springer-Verlages fiir die mittlerweile gewohnte gute Zusam-
menarbeit, die zum reibungslosen Entstehen auch dieser Neuauf-
lage fiihrte.

Wiirzburg, Miinchen J. Stoer
Januar 2005 R. Bulirsch
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6 Eigenwertprobleme

6.0 Einfithrung

Viele praktische Probleme in den Ingenieur- und Naturwissenschaften fithren
auf Eigenwertprobleme. Zu diesen Problemen gehort typischerweise ein
tiberbestimmtes Gleichungssystem, etwa von n + 1 Gleichungen fiir n Un-
bekannte, &;, ..., &y, der Form

fl(é:]v R é:nv )\')
(6.0.1) F(x; 1) = : =0,

fn+1(§1: ce ey Sn, }")

in denen die Funktionen f; von einem weiteren Parameter A abhingen.
Gewohnlich besitzt (6.0.1) nur fiir spezielle Werte A = Aj, i = 1, 2,
..., dieses Parameters Losungen X = [&,...,&,], die natiirlich von A;
abhédngen, X = X(};). Diese Werte A; heiflen Eigenwerte des Eigenwertpro-
blems (6.0.1), und eine zugehorige Losung X(Aj) Eigenlosung zum Eigen-
wert Aj.

In dieser Allgemeinheit kommen Eigenwertprobleme z.B. bei Rand-
wertproblemen fiir Differentialgleichungen vor (s. Abschnitt 7.3.0). In die-
sem Abschnitt betrachten wir nur die speziellere Klasse der algebraischen
Eigenwertprobleme, bei denen die Funktionen fj, i = 1, ..., n, linear von
X und linear von A abhéngen und die die folgende Form besitzen: Zu zwei
reellen oder komplexen N x n-Matrizen A und B sind Zahlen A € C so zu
bestimmen, so daf} das tiberbestimmte Gleichungssystem von n + 1 Glei-
chungen

(A—AB)x =0,
(6.0.2)
X =1,

eine Losung X € C" besitzt. Dies ist dquivalent damit, Zahlen A € C so zu
bestimmen, dal das somogene lineare Gleichungssystem
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(6.0.3) AX = ABX

eine nichttriviale Losung x € C", x # 0, besitzt.

Fiir beliebige Matrizen A und B ist dieses Problem noch sehr allgemein
und es wird nur kurz in Abschnitt 6.8 behandelt. Kapitel 6 beschéftigt sich
hauptsdchlich mit dem Sonderfall B := | von (6.0.3). Hier sind zu einer
N x n-Matrix A Zahlen 1 € C (die Eigenwerte von A) und nichttriviale
Vektoren x € C", X # 0 (die Eigenvektoren von A zum Eigenwert 1), zu
bestimmen, so daf}

(6.0.4) AX = AX, X # 0.

In den Abschnitten 6.1-6.4 werden die wichtigsten theoretischen Ergeb-
nisse iiber das Eigenwertproblem (6.0.4) zu einer beliebigen n x n-Matrix A
zusammengestellt. So beschreiben wir verschiedene Normalformen von A,
die mit den Eigenwerten von A verkniipft sind, weitere Resultate {iber das
Eigenwertproblem fiir wichtige spezielle Klassen von Matrizen A (z.B. fiir
Hermitesche und normale Matrizen), sowie elementare Resultate {iber die
singuldren Werte o; einer allgemeinen m x nN-Matrix, die als die Eigenwerte
o von A" A bzw. AAM definiert sind.

Fast alle Verfahren, um die Eigenwerte und Eigenvektoren einer Ma-
trix A zu bestimmen, beginnen mit einem vorbereitenden Reduktionsschritt,
in dem die Matrix A in eine zu A ,,dhnliche®, aber einfacher strukturierte
Matrix B mit den gleichen Eigenwerten transformiert wird (B = (b )
ist entweder eine Tridiagonalmatrix, by = 0 fur |i — k| > 1, oder eine
Hessenbergmatrix, bj x = 0, fiir i > k 4+ 2), so daB die Standardverfahren
zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren von B weniger Rechen-
operationen erfordern als bei ihrer Anwendung auf A. Eine Reihe solcher
Reduktionsmethoden werden in Abschnitt 6.5 beschrieben.

Die Hauptalgorithmen zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvek-
toren werden in Abschnitt 6.6 dargestellt, darunter der LR-Algorithmus von
Rutishauser (Abschnitt 6.6.4) und der leistungsfdhige QR-Algorithmus von
Francis (Abschnitte 6.6.4 und 6.6.5). Eng verwandt mit dem QR-Verfahren
ist ein Verfahren von Golub und Reinsch zur Berechnung der singuldren
Werte von Matrizen, es wird in Abschnitt 6.7 beschrieben. Nach einer
kurzen Behandlung von allgemeinen Eigenwertproblemen (6.0.3) in Ab-
schnitt 6.8 schliet das Kapitel mit der Beschreibung einer Reihe niitzlicher
Abschitzungen fiir Eigenwerte (Abschnitt 6.9). Diese konnen dazu dienen,
um die Sensitivitit der Eigenwerte bei kleinen Anderungen der Matrix zu
studieren.

Eine detaillierte Beschreibung aller numerischen Aspekte von algebrai-
schen Eigenwertproblemen findet man in der ausgezeichneten Monogra-
phie von Wilkinson (1965), und bei Golub und Van Loan (1983); das
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Eigenwertproblem fiir symmetrische Matrizen wird bei Parlett (1980) be-
handelt. ALGOL-Programme fiir alle Verfahren dieses Kapitels findet man
in Wilkinson und Reinsch (1971), FORTRAN-Programme im EISPACK
Guide von Smith et al. (1976) und dessen Fortsetzungsband von Garbow et
al. (1977). Diese Verfahren sind auch in die groen Programmsysteme wie
MATLAB, MATHEMATICA und MAPLE eingegangen und stehen dort in
sehr benutzerfreundlicher Form zur Verfiigung.

6.1 Elementare Eigenschaften von Eigenwerten

Im folgenden studieren wir das Problem (6.0.4), d.h. das Problem, zu einer
gegebenen N x N-Matrix A eine Zahl A € C so zu bestimmen, dal das
homogene lineare Gleichungssystem

(6.1.1) (A=Al)x=0
eine nichttriviale Losung X # 0 besitzt.

(6.1.2) Def.: Eine Zahl A € C heifst Eigenwert der Matrix A, wenn es
einen Vektor X # 0 gibt mit AX = AX. Jeder solche Vektor heifst (Rechts-)
Eigenvektor von A zum Eigenwert . Die Menge aller Eigenwerte heifit das
Spektrum von A.

Die Menge
L) == {X|[(A—Al)x =0}

bildet einen linearen Teilraum des C" der Dimension
p(A) =n—Rang (A—Al),

und eine Zahl A € C ist genau dann Eigenwert von A, wenn L (1) # 0, d.h.
wenn p(A) > 0 gilt und deshalb A — Al singulér ist:

det(A—Al) =0.

Man sieht leicht, da ¢(u) := det(A — pl) ein Polynom n-ten Grades
folgender Form ist

() = (=D" (" + an_ 1 1" o+ ag).
Es heif3t das
(6.1.3) charakteristische Polynom

der Matrix A. Seine Nullstellen sind genau die Eigenwerte von A. Sind A,
..., Ak die verschiedenen Nullstellen von ¢(u), so 146t sich ¢ in der Form
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() = (=DM — A7 (1 — 12)7 - -+ (1 — M)

darstellen. Die Zahl oj, die wir auch mit o (Aj) = o; bezeichnen, heilit die
Vielfachheit des Eigenwerts A;, genauer, seine algebraische Vielfachheit.

Die Eigenvektoren zum Eigenwert A sind nicht eindeutig bestimmt, zu-
sammen mit dem Nullvektor fiillen sie gerade den linearen Teilraum L (1)
des C" aus. Es gilt also

(6.1.4) Mit X und Y ist auch jede Linearkombination aX 4+ BY # 0 wieder
Eigenvektor zum Eigenwert A der Matrix A.

Die Zahl p(1) = dim L(A) gibt die Maximalzahl linear unabhingiger
Eigenvektoren zum Eigenwert A an. Sie heifit deshalb auch die

geometrische Vielfachheit des Eigenwertes \.

Man verwechsle sie nicht mit der algebraischen Vielfachheit o (1).

Beispiele: Die n-reihige Diagonalmatrix D := Al besitzt das charakteristische Po-
lynom ¢(u) = det(D — ul) = (A — w)". A ist einziger Eigenwert und jeder Vektor
x € C", x # 0, ist Eigenvektor, L(A) = C", und es gilt 0(1) = n = p(X). Die
Nn-reihige Matrix

(6.1.5) Cn(A) =
-1
0 A
besitzt ebenfalls das charakteristische Polynom ¢(u) = (A — )" und A als einzigen

Eigenwert mit o (1) = n. Jedoch ist jetzt der Rang von Cp(X) — Al gleich n — 1,
also p(A) =n—(n—1) =1, sowie

L) ={aela eC}, e =(1,0,..., O)T = 1. Achsenvektor.

An weiteren einfachen Eigenschaften von Eigenwerten notieren wir:

(6.1.6) Ist p(n) = yo + Y1 + -+ + ymu™ ein beliebiges Polynom und
definiert man fiir eine N x N-Matrix A die Matrix p(A) durch

P(A) :=yl + 1A+ + ymA",

so besitzt die Matrix p(A) den Eigenvektor X zum Eigenwert p()), wenn
A Eigenwert von A und X zugehoriger Eigenvektor ist. Insbesondere besitzt
a A den Eigenwert ok, A+ t| den Eigenwert A + t. Ist A zusdtzlich nicht
singuldr, so besitzt A~ den Eigenwert ™' zum Eigenvektor X.

Beweis: Aus AX = Ax folgt sofort A’x = A(AX) = AAX = A?X und
allgemein A'x = A'X. Also gilt
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P(AX = (Yol + YiA+ -+ ymA™X
=W+ i+ 4+ ymAMX = px.

SchlieBlich ist AX = AX fiir nicht singuldres A mit A~'x = A~'X dquivalent.
O
Ferner folgt aus

det(A— Al) =det((A—A1)T) = det(AT — Al)
det(A" — 11) = det(A— A" = det (A= A1)T) = det(A— A1)

die Aussage:

(6.1.7) Wenn ) Eigenwert von A ist, so ist A auch Eigenwert von AT und
X Eigenwert von AH.

Zwischen den zugehorigen Eigenvektoren X, Y, z,

AX = AX,
ATy =)y,
Afz =12z

gilt wegen A" = AT lediglich die triviale Bezichung § = z. Insbesondere
gibt es zwischen X und y bzw. X und zi.a. keine einfache Beziehung. Wegen
yT = z" und z" A = Az" bezeichnet man z" bzw. y' auch als einen zum
Eigenwert A von A gehdrigen Linkseigenvektor.

Ist ferner X # 0 Eigenvektor zum Eigenwert A, AX = AX, T eine
nichtsinguldre n x N-Matrix, und definiert man y := T~'x, so gilt

TIATYy =T 'Ax=AT 'x =1y, y#0,
d.h. y ist Eigenvektor der transformierten Matrix
B:=T'AT
zum selben Eigenwert A. Solche Transformationen nennt man

Ahnlichkeitstransformationen,
und B heif3t éihnlicb zu A, A ~ B. Man zeigt leicht, daB3 die Ahnlichkeit
von Matrizen eine Aquivalenzrelation ist, d.h. es gilt
A~ A,
A~B=B~A,
A~B, B~C=A~C.

Ahnliche Matrizen besitzen nicht nur dieselben Eigenwerte A, sondern auch
dasselbe charakteristische Polynom. Es ist ndmlich



6 6 Eigenwertprobleme

det(T~'AT — pul) = det(T~'(A— uh)T)
= det(T 1) det(A — 1) det(T)
= det(A— ul).

Dariiber hinaus bleiben die Zahlen p(A), o (1) erhalten: Fiir o (1) folgt dies
aus der Invarianz des charakteristischen Polynoms, fiir p(A) daraus, dafl
wegen der Nichtsingularitit von T die Vektoren X;, ..., X, genau dann
linear unabhiingig sind, wenn die zugehérigen Vektoren y; := T~ !x;,i =1,
.., p, linear unabhingig sind.
Bei den wichtigsten Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten und
Eigenvektoren einer Matrix A werden zunichst eine Reihe von Ahnlichkeits-
transformationen vorgenommen

AQ = A
AD = TIACDT i =1,2,...,
um die Matrix A schrittweise in eine Matrix einfacherer Gestalt zu trans-

formieren, deren Eigenwerte und Eigenvektoren man leichter bestimmen
kann.

6.2 Die Jordansche Normalform einer Matrix

Es wurde bereits im letzten Abschnitt bemerkt, daf fiir einen Eigenwert A
einer N x N-Matrix A die Vielfachheit o (1) von A als Nullstelle des charak-
teristischen Polynoms nicht mit p (1), der Maximalzahl linear unabhéngiger
zu A gehoriger Eigenvektoren, {ibereinstimmen muf3. Man kann jedoch fol-
gende Ungleichung zeigen

(6.2.1) l<p@R)<o@)=n
Beweis: Wir zeigen nur den nichttrivialen Teil p(X) < o (A). Sei p := p(A)
und seien Xj, ..., X, linear unabhingige zu A gehorige Eigenvektoren,

Axi =A%, 1=1,...,p.
Wir wihlen n — p weitere linear unabhingige Vektoren x; € C", i = p+1,
..., N, sodaB die x;, i =1, ..., n, eine Basis des C" bilden. Dann ist die
quadratische Matrix T := (Xy, ..., X,) mit den Spalten X; nichtsingulér. Fiir
i=1,...,p gilt nun wegen Tg =X, § = T~ !x,

T 'ATe =T 'Ax, = AT 'x = Aq.
T—LAT besitzt daher die Gestalt
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A 0 *  eee %
. 0 A koo X Al ‘ B
T AT = = ,
. 0o | c
0
L LR
———

o

und es folgt fiir das charakteristische Polynom von A bzw. T~!AT
o) = det(A— pul) =det(T'AT — ul) = (A — p)? - det(C — ).

@(w) ist durch (A — u)” teilbar, also A mindestens eine p-fache Nullstelle
von ¢. O

Im Beispiel des letzten Abschnitts wurden bereits die v x v-Matrizen
[s. (6.1.5)]

Al 0
C,H) =

1

0 A

eingefiihrt und gezeigt, daB fiir den (einzigen) Eigenwert A dieser Matrizen
gilt 1 = p(A) < o(A) = v (sofern v > 1). Einziger Eigenvektor (bis auf
skalare Vielfache) ist € und fiir die Achsenvektoren g gilt allgemein

C,»)—-Ae=¢_;, i=v,v-—1,...,2,
(6.2.2)
(C,(M) —Al)e =0.

Setzt man formal g := 0 fiir k < 0, so folgt sofort fir alle i, j > 1
Co0) —Al)'g =g

und daher

(6.2.3) (C,(x) =AD" =0, (C,(A) =A™ #£0.

Die Bedeutung der Matrizen C, (1) liegt darin, daB3 aus ihnen die sog.
Jordansche Normalform J einer Matrix aufgebaut ist. Es gilt ndmlich der
folgende fundamentale Satz, den wir ohne Beweis bringen:

(6.2.4) Satz: Sei A eine beliebige N x N-Matrix und A, . .., Ak ihre verschie-
denen Eigenwerte mit den geometrischen bzw. algebraischen Vielfachheiten
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p(Ai), o(ri), i =1, ..., k Zu jedem der Eigenwerte 1, i =1, ..., Kk, gibt
es dann p(Aj) naturltche Zahlen v(') =12, ..., p(Aj) mit

o(Ai) = v(') + vé') + v/()'()}\)

und eine nichtsinguldre n x n-Matrix T, so daf} J := T~ 'AT folgende
Gestalt besitzt:

C,oo (A1) 0]
T C Lo (A1)
P(M)
(6.2.5) J= -
C"ik) (Ak)
0 C,w (Ak)
L LT
Die Zahlen vl =1, , p(Ai), und damit die Matrix J) sind bis

auf die Reihenfolge emdeutlg bestimmt. J heifit die Jordansche Normalform
der Matrix A.

Die Matrix T ist i. allg. nicht eindeutig bestimmt.

Partitioniert man die Matrix T spaltenweise entsprechend der Jordan-
schen Normalform J (6.2.5),

—_ (1M 1)
T=T7 o Ty s

(k) (k)
T Toa)s
so folgen aus T~'AT = J und damit AT = TJ sofort die Beziehungen
62.6) ATV =T"C WO T=12 k=12 ().
Bezeichnen wir die Spalten der n x vj(i)-Matrix Tj(i) ohne weitere Indizes
kurz mit t,, m=1, 2, . J('),
Tj(') = (ti. b, ... L),
J

so folgt aus (6.2.6) und der Definition von C i (A;) sofort
]

0 1 0

(A=2D[t, ..., tol=T[t,...,to]
i i 1
0 0

oder
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(A=ADtn=ty1, m=v" v -1 ... 2
6.2.7)

(A— A Dt = 0.

Insbesondere ist t;, die erste Spalte von Tj('), Eigenvektor zum Eigenwert
Ai. Die tbrigen t,, m=2, 3, ..., vj('), heilen Hauptvektoren zu Aj; man
sieht, dafl zu jedem Jordanblock C i (A;i) je ein Eigenvektor und ein Satz
von Hauptvektoren gehort. Insgesarnjt kann man also zu einer N x N-Matrix
A eine Basis des C" finden (ndmlich gerade die Spalten von T), die nur aus
Eigen- und Hauptvektoren von A besteht.

Die charakteristischen Polynome

(i — " = det(Co () — 1)
]
der einzelnen Jordanblocke C o (i) heilen die
]

(6.2.8) Elementarteiler

von A. A besitzt also genau dann nur lineare Elementarteiler, wenn vj(') =1
fiir alle i und j gilt, die Jordansche Normalform von A also eine Diagonal-
matrix ist. Man nennt dann A diagonalisierbar oder auch normalisierbar.
Dieser Fall ist dadurch ausgezeichnet, daB es dann eine Basis des C" gibt,
die nur aus Eigenvektoren von A besteht, Hauptvektoren treten nicht auf.
Andernfalls sagt man, da3 A ,hohere”, ndmlich nichtlineare, Elementarteiler
besitze.
Aus Satz (6.2.4) folgt sofort der

(6.2.9) Satz: Jede n x n-Matrix A mit N verschiedenen Eigenwerten ist
diagonalisierbar.

Weitere Klassen von diagonalisierbaren Matrizen werden wir in Ab-
schnitt 6.4 kennenlernen.

Ein anderer Extremfall liegt vor, wenn zu jedem der verschiedenen
Eigenwerte Aj, i = 1, ..., k, von A nur ein Jordanblock in der Jordanschen
Normalform J (6.2.5) gehort. Dieser Fall liegt genau dann vor, wenn

o(x)=1 fir i=1,2,...,k
Die Matrix A heilit dann
(6.2.10) nichtderogatorisch,

andernfalls derogatorisch (eine n x N-Matrix mit n verschiedenen Eigen-
werten ist also sowohl diagonalisierbar als auch nichtderogatorisch!). Die
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Klasse der nichtderogatorischen Matrizen wird im nédchsten Abschnitt ndher
studiert.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der des Minimalpolynoms einer Matrix
A. Man versteht darunter dasjenige Polynom

Y =y + v+t ymoan™ '+ u"
kleinsten Grades mit der Eigenschaft
V(A =0.

Es kann mit Hilfe der Jordanschen Normalform von A sofort angegeben
werden:

(6.2.11) Satz: Sei A eine n x N-Matrix mit den (verschiedenen) Eigen-

werten Ay, ..., A und der Jordanschen Normalform J (6.2.5) und sei
Tj i=MaXi<j<p() vj('). Dann ist
(6.2.12) V() = (=AD" —A2)" .. (=A™

das Minimalpolynom von A. (u) ist Teiler jedes Polynoms x () mit
x(A) =0.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, daf3 alle Nullstellen des Minimalpolynoms
von A, sofern es existiert, Eigenwerte von A sind. Ist etwa A Nullstelle von
Y, so gilt

Y(w) = (u—2a) 9w
mit einem Polynom g(u), das von kleinerem Grade als i ist. Es gilt daher

nach Definition des Minimalpolynoms g(A) # 0. Also gibt es einen Vektor
Z# 0 mit X := g(A)z # 0. Wegen v (A) = 0 folgt dann

0=v(Az=(A—1)g(A)z= (A—2rDX,

d.h. A ist Eigenwert von A. Sofern ein Minimalpolynom existiert, hat es
also die Gestalt ¥ () = (u — A1)™ (0 — A2)™ -+ - (0 — A)™ mit gewissen
7. Wir wollen nun zeigen, daB durch 7; := max; vl-(') ein Polynom mit
Y (A) = 0 gegeben ist. Mit den Bezeichnungen von Satz (6.2.4) hat man
nidmlich A= TJT~! und daher ¥ (A) = Ty (J)T~'. Nun gilt aber wegen
der Diagonalstruktur von J,

J = diag(Cvin(M), ey Cv(l;) )()»k)),
ik

die Beziehung

¥ (J) = diag(y (C 0 (A1), - .., w(Cv%k))))
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Wegen ¥ () = (i — 2i)" - g(u), 9(u) ein Polynom mit g(4;) # 0, folgt
(6.2.13) V(Co@i)) = (Co@i) — A )" -9(C,0 (i)
und daher wegen 7; > vj(i) und (6.2.3)
1ﬁ(Q,jm(?»i)) =0.

Also ist ¥ (J) = 0 und damit auch y(A) = 0.
Gleichzeitig sieht man, dal man keine der Zahlen 7; kleiner als max; v
wihlen darf: Wire etwa 1 < vj('), so wire wegen (6.2.3)

(va)(Ki) — A D #£0.

@
J

Aus g(}j) # 0 folgt sofort die Nichtsingularitit der Matrix
B:= g(CUJ(i)()»i)).

Also wiire wegen (6.2.13) auch ¥ (C i)) # 0, und ¥(J) und v (A) wiirden
]

beide nicht verschwinden. Damit ist gezeigt, dal das angegebene Polynom
das Minimalpolynom von A ist.

Sei nun schlieBlich x (u) irgendein Polynom mit x (A) = 0. Dividiert
man x (mit Rest) durch das Minimalpolynom x (1), erhdlt man

x () =g(w) - ¥(u) +r(un)

mit Grad r < Grad . Aus x(A) = ¥ (A) = 0 folgt daher auch r (A) = 0.

Da i das Minimalpolynom von A ist, muB} r () = 0 identisch verschwin-

den: v ist Teiler von y. O
Wegen (6.2.4) hat man

p(Ai)

(0] @

o )\, = V: > T o= =
(Ap) Z j =T mjava

j=1
d.h. das charakteristische Polynom ¢(u) = det(A — ul) von A ist ein
Vielfaches des Minimalpolynoms. Gleichheit, o(Aj) = 7, i = 1, ..., k,
herrscht genau dann, wenn A nichtderogatorisch ist. Es folgen somit

(6.2.14) Korollar (Cayley-Hamilton): Fiir das charakteristische Polynom
() einer Matrix A gilt o(A) = 0.

(6.2.15) Korollar: Eine Matrix A ist nichtderogatorisch genau dann, wenn
ihr Minimalpolynom und ihr charakteristisches Polynom (bis auf eine Kon-
stante als Faktor) tibereinstimmen.
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Beispiel: Die Jordan-Matrix

besitzt die Eigenwerte A} = 1, A = —1 mit den Vielfachheiten
pr1) =2, p(r2) =3,
o) =5, o(Ap) =4.
Elementarteiler:
A=’ A= (—1=w? (=1 =), (=1 —p).
Charakteristisches Polynom: o) = (=D2(uw — D3 (u + D™
Minimalpolynom: Y(p) = (u—D3u+ D2

Zu A1 = 1 gehoren die linear unabhingigen (Rechts-) Eigenvektoren €, €, zu
Ay = —1 die Eigenvektoren &g, €3, €.

6.3 Die Frobeniussche Normalform einer Matrix

Im letzten Abschnitt studierten wir die Matrizen C, (1), die sich als Bau-
steine der Jordanschen Normalform einer Matrix herausstellten. Die Fro-
beniussche Normalform, oder auch rationale Normalform, einer Matrix ist
analog aus Frobeniusmatrizen F der Form

0 -+ -« 0 —p
. 0 —n
(6.3.1) F = e : )
0 —VYm-
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aufgebaut, mit deren Eigenschaften wir uns zunachst befassen wollen. Man
stoB3t auf Matrizen dieses Typs beim Studium von Krylovsequenzen von
Vektoren: Unter einer Krylovsequenz fiir die n x n-Matrix A zum Startvektor
to € C" versteht man eine Sequenz von Vektoren tj € C", i =0, 1, ...,
m — 1, mit der folgenden Eigenschaft:

a) ti = A_, i>1.
b) to,t,...,tm_1 sind linear unabhingig.
(6.3.2) C) tm := Aty_; héngt linear von ty, t;, ..., ty—; ab:
Es gibt Konstanten y; mit
tm + Ym—1tm—1 + -+ + Yoto = 0.
Die Lange m der Krylovsequenz hédngt natiirlich von t; ab. Es gilt m < n,
da mehr als n Vektoren im C" stets linear abhingig sind. Bildet man die

n x m-Matrix T := [t, ..., tm—1] und die Matrix F (6.3.1), so ist (6.3.2)
dquivalent mit

Rang T =m,
(6.3.3)
AT = Alty, ..., tmn1 ] =1[t1, ..., tn] =[to, ..., tn1JF = TF.

Jeder Eigenwert von F ist auch Eigenwert von A: Aus Fz = Az, z # 0,
folgt ndmlich fiir X := Tz wegen (6.3.3)

X#0 und AX=ATz=TFz=ATz=Ax.
Dariiber hinaus gilt

(6.3.4) Satz: Die Matrix F (6.3.1) ist nichtderogatorisch: Das Minimalpo-
lynom von F ist

V() =+ vt A o™+
= (—=1D)Mdet (F — ul).
Beweis: Entwickelt man ¢(u) := det (F — wl) nach der letzten Spalte, so
findet man als charakteristisches Polynom von F
—u 0 —w
I —u -V
@(u) = det - :
I =g —VYm-2
0 1 —VYm-1— M

=(=D"o+yis+ -+ Ymoa k™ ™.
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Nach den Resultaten des letzten Abschnitts (6.2.12), (6.2.14) ist das Mini-
malpolynom (i) von F Teiler von ¢(u). Ware Grad ¥ < m = Grad ¢,
etwa

Y() =g +arp+- o w T, T <m,

so folgt aus ¥(F) = O und Fg = e, fir 1 <i < m — 1 sofort der
Widerspruch

O0=v(F)er=we +ai& + -+ ar_1& + 64
= [ao, 1, ..., -1, 1,0,...,0]" #0.
Also ist Grad ¥ = m und damit ¥ () = (—1)Mp (). Wegen (6.2.15) ist

der Satz bewiesen. O
Nimmt man an, da3 das charakteristische Polynom von F die Nullstellen
A mit den Vielfachheiten o, i =1, ..., K, besitzt,

V() =+ vmapn™ T = (= AT (= A7 (= )
so ist wegen (6.3.4) die Jordansche Normalform von F (6.3.1) gerade
Co, (1) 0
Co'z ()\’2)

0 " Co (M)

Die Bedeutung der Frobeniusmatrizen liegt darin, daf3 sie die Bausteine der
sog. Frobeniusschen oder rationalen Normalform einer Matrix liefern. Es
gilt ndmlich:

(6.3.5) Satz: Zu jeder n x n-Matrix A gibt es eine nichtsingulire n x n-
Matrix T mit
F 0

F
(6.3.6) T-IAT = 2 ,

0 F
wobei die F; Frobeniusmatrizen mit folgender Eigenschaft sind:

1. Ist ¢j(n) = det (K, — wl) das charakteristische Polynom von F, so ist
o (n) ein Teiler von ¢j_1(u), 1 =2, 3, ...,r.

2. @i () ist bis auf den Faktor 1 das Minimalpolynom von A.

3. Die Matrizen F; sind durch A eindeutig bestimmit.

Man nennt (6.3.6) die Frobeniussche Normalform von A.

Beweis: Wir nehmen an, dafl J (6.2.5) die Jordansche Normalform von
A ist. Seien ferner o. B. d. A. die Zahlen vj“) geordnet,
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(6.3.7) v = =200 =12,k
Man definiere die Polynome ¢j(n), j =1, ..., r, r := max; p(A;), durch

(1) @) (k)
o) = M —w" G —w" Ok — )

(dabei sei vj(') =0 fir j > p(Ai)). Wegen (6.3.7) ist ¢j(u) Teiler von
@j—1(n) und £¢;(u) Minimalpolynom von A. Als Frobeniusmatrix F;
nehme man gerade diejenige Frobeniusmatrix, deren charakteristisches Po-
lynom @j(u) ist. § bezeichne diejenige Matrix, die F in die zugehdrige
Jordansche Normalform J; transformiert

§'RS =3J.

Eine Jordansche Normalform von A (die Jordansche Normalform ist nur bis
auf Permutationen der Jordanblocke eindeutig) ist dann

- J; -

J = -

S 1'rFH S

L S F S

Nach Satz (6.2.4) gibt es eine Matrix U mit U"'AU = J’. Die Matrix
T:=US! mit

S
S
S =
S
transformiert A in die verlangte Form (6.3.6). Man iiberzeugt sich leicht
von der Eindeutigkeit der F;. O

Beispiel: Fiir die Matrix J des Beispiels in Abschnitt 6.2 ist

or(w) =1 — (=1 —p?=—@ —p* —2p> + 2> + 1),
o) =0 - (=1—p) =— —p? —p+1),
P3() = —(n+ 1),

so daf
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0000 1

1000 —1 00 —1
F1=0100—2,F2=|:10 1}, Fy=[-1].

0010 2 01 1

000 1 1

Die Frobeniussche Normalform hat hauptsdchlich theoretische Bedeu-
tung, ihr praktischer Nutzen fiir die Bestimmung von Eigenwerten ist gering:
im einfachsten Fall einer nichtderogatorischen n x n-Matrix A lauft ihre
Berechnung auf die Berechnung der Koeffizienten yx des charakteristischen
Polynoms

o) = det(A—pl) = (D" (U + o k" 4+ 10)

hinaus, dessen Nullstellen die Eigenwerte von A sind. Es ist aber nicht zu
empfehlen, zuerst die yx und dann die Eigenwerte von A als Nullstellen des
Polynoms ¢ zu berechnen, weil im allgemeinen die Nullstellen A; von ¢ auf
kleine Anderungen der Koeffizienten yy von ¢ viel empfindlicher reagieren
als auf kleine Anderungen der Matrix A [s. die Abschnitte 5.8 und 6.9].

Beispiel: Satz (6.9.7) wird zeigen, dafl das Eigenwertproblem fiir hermitesche Ma-
trizen A = A"™ gut konditioniert in folgendem Sinne ist: Zu jedem Eigenwert
Ai(A+ AA) von A4 AA gibt es einen Eigenwert A (A) von A mit

[2i (A+ AA) — A (A)] < Tubz(AA).

Hat die 20 x 20-Matrix A etwa die Eigenwerte Aj = j, j =1, 2, ..., 20, so gilt
luby(A) = 20 wegen A = AH (s. Ubungsaufgabe 8). Versieht man alle Elemente
von A mit einem relativen Fehler von hochstens eps, d.h. ersetzt man A durch
A+ AAmit |[AA| <eps|A|, so folgt (s. Ubungsaufgabe 11)

luby (AA) < Tubz(JAA|) < lubz(eps|Al)
< eps mlubz(A) < 90 eps.

Dagegen bewirken relative Fehler der Grofendrdnung eps in den Koeffizienten yx
des charakteristischen Polynoms ¢(u) = (u—1)(u—2) - - - (u—20) von A gewaltige
Anderungen der Nullstellen A von ¢ [s. Abschnitt 5.8, Beispiel 1].

Eine besonders krasse Konditionsverschlechterung liegt immer dann
vor, wenn A eine hermitesche Matrix mit nahe benachbarten (oder gar mehr-
fachen) Eigenwerten ist, da auch dann noch das Eigenwertproblem fiir diese
Matrizen gut konditioniert ist, wiahrend mehrfache Nullstellen eines Poly-
noms ¢ immer schlecht konditionierte Funktionen der Koeffizienten yy sind.

Hinzu kommt, daf3 viele Verfahren zur Berechnung der Koeffizienten
des charakteristischen Polynoms numerisch instabil sind, etwa das nahe-
liegende Verfahren von Frazer, Duncan und Collar: Hier wird ausgenutzt,
daB der Vektor ¢ = [0, ¥1,..., ¥n—1]' wegen (6.3.2), c) als Losung ei-
nes linearen Gleichungssystems TC = —t, mit der nichtsinguldren Matrix
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T :=[to, t1, ..., th—_1] berechnet werden kann, wenn ty, ..., t,_; eine Kry-
lovsequenz der Léange n ist. Leider ist fiir groBes n die Matrix T schlecht
konditioniert, cond(T) > 1 [s. Abschnitt 4.4], so daf} allein die Fehler bei
der Berechnung von T die Lésung ¢ = —T !t sehr stark verfilschen. Dies
liegt daran, daB i.a. die Vektoren tj = Alty bis auf einen Skalierungsfak-
tor oj gegen einen Vektor t # 0 konvergieren, lim; ojtj = t, so daB} die
Spalten von T immer ,linear abhingiger werden [s. Abschnitt 6.6.3 und
Ubungsaufgabe 12].

6.4 Die Schursche Normalform einer Matrix.
Hermitesche und normale Matrizen,
singulire Werte von Matrizen

LaBt man zur Ahnlichkeitstransformation T—'AT nicht mehr beliebige
nichtsinguldre Matrizen T zu, so kann man A i. allg. nicht mehr auf die
Jordansche Normalform transformieren. Fiir unitire Matrizen T, d. h. Ma-
trizen T mit THT = I, gilt jedoch das folgende Resultat von Schur:

(6.4.1) Satz: Zu jeder n x n-Matrix A gibt es eine unitdire N x N-Matrix U
mit

Al ok eee ok
UMAU = A2
o
0 )\.n
Dabei sind die Ai, i = 1, ..., n, die (nicht notwendig verschiedenen) Ei-

genwerte von A.

Beweis: Durch vollstindige Induktion bzgl. n. Fiir n = 1 ist der Satz trivial.
Nehmen wir an, da3 der Satz fiir (n — 1)-reihige Matrizen richtig ist und
sei A eine n x N-Matrix. Sei A; irgendein Eigenwert von A und X; # 0 ein
zugehoriger Eigenvektor, AX; = A1X;, mit ||X ||% = XlH X; = 1. Dann kann

man N — 1 weitere Vektoren X,, ..., X, finden, die zusammen mit X; eine
orthonormale Basis des C" bilden, also die n x N-Matrix X := [X, ..., Xn]
mit den Spalten X; unitir ist, X" X = |. Wegen

XHAXe1 = XHAX1 = )»1XHX1 = A1€

besitzt die Matrix X" AX die Form

xHAX = | M a
0 | A
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wobei A; eine (n — 1)-reihige Matrix ist und a e C"!. Nach Induktions-
voraussetzung gibt es eine unitire (N — 1)-reihige Matrix U; mit

Ay % - - %

Uf AU, =
k
0 An

Die Matrix

1 0
U:=X
0 U,

ist dann eine unitdre N x nN-Matrix mit

H _[1 o0 H 1 0
IO A PO
1 o[y al[l o
Lo uf 0 A [0 U
TAL % - - %k
<k
L 0 An
DaB die Zahlen Ai, i = 1, ..., n, Nullstellen von det(U" AU — 1) und
damit Eigenwerte von A sind, ist trivial. O

Ist A= A" nun eine Hermitesche Matrix, so ist
utaunt =u"aAfutt —utau
wieder eine Hermitesche Matrix. Es folgt daher sofort aus (6.4.1)

(6.4.2) Satz: Zu jeder Hermiteschen N x n-Matrix A = A" gibt es eine
unitdre Matrix U = [Xq, ..., Xn] mit

Al 0
UT'AU =UHAU = .
0 An
Die Eigenwerte A, i = 1, ..., n, von A sind reell. A ist diagonalisierbar.

Die i-te Spalte X; von U ist Eigenvektor zum Eigenwert Aj, AX; = AjX;. A
besitzt somit N linear unabhdngige zueinander orthogonale Eigenvektoren.



6.4 Schursche Normalform, hermitesche und normale Matrizen 19

Ordnet man die Eigenwerte X; einer n-reihigen Hermiteschen Matrix
A = A" der GroBe nach an,

A=Ay == A,

so kann man X; und X, auch auf folgende Weise kennzeichnen [s. (6.9.14)
fiir eine Verallgemeinerung]

xH Ax . xHAx
(6.4.3) A1 = max —ho An = min o
0#xeCn XX 0#£xeCn XX
Beweis: st UM AU = A = diag(Aq, ..., An), U unitir, so gilt fiir alle X £ 0
xPAx (PO URAUURY)  y" Ay Yilnl?
xHx (xHU)(UHX) yHy > ilmil?
2
< Zi)\l|77|| = AL

T mil?
wobei y := UMX = [n1,...,71]" # 0. Nimmt man als X # 0 speziell
einen Eigenvektor zu A;, AX = A;X, erhilt man x" Ax/x"x = A;, so daB
A1 = maxgxecn X AX/X" X, Die andere Aussage von (6.4.3) folgt aus dem
eben Bewiesenen, wenn man A durch — A ersetzt.

Aus (6.4.3) und der Definition (s. (4.3.1)) einer positiv definiten (positiv
semidefiniten) Matrix A erhilt man sofort

(6.4.4) Satz: Eine Hermitesche Matrix A ist positiv definit (positiv semide-
finit) genau dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv (nichtnegativ) sind.

Eine Verallgemeinerung der Hermiteschen Matrizen sind die normalen
Matrizen: Eine n x n-Matrix A heit normal, wenn gilt

AP A = AAM,

dh. A ist mit A" vertauschbar. Beispielsweise sind alle Hermiteschen,
Diagonal-, schiethermiteschen und unitiren Matrizen normal.

(6.4.5) Satz: Eine n x n-Matrix A ist genau dann normal, wenn es eine
unitdre Matrix U gibt mit

Al 0
U'AU = UHAU = )
0 An
Normale Matrizen sind diagonalisierbar und besitzen N linear unab hdin-
gige zueinander orthogonale Eigenvektoren X, i = 1, ..., n, AX = AiX,

ndmlich die Spalten der Matrix U = [Xq, ..., Xn].
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Beweis: Nach dem Satz von Schur (6.4.1) gibt es eine unitire Matrix
U mit

A% - - %
utau = L = R=1r
= =: R = [rix].

. *

0 )\.n

Aus A" A = AAH folgt nun
RPR=U"A"UU" AU = UM A" AU
=ufAaAtu =utAauut Afu
= RR".

Daraus folgt fiir das (1, 1)-Element von R"R = RRH

n
aca =P =P+ Il

k=2
also rix = 0 fur K = 2, ..., n. Auf dieselbe Weise zeigt man, daB alle
Nichtdiagonalelemente von R verschwinden.
Sei jetzt A unitdr diagonalisierbar, U HAU = diag(A, ..., An) =: D,

UHU = I. Es ist dann
AfA=uD"u"ubuf =u|DPU" =ubutubfuf = AA". o

Fiir eine beliebige m x n-Matrix A ist die n x n-Matrix A" A positiv
semidefinit, denn fiir x € C" gilt x" (A" A)x = || AX||% > 0. Thre Eigenwerte
Al > Ay > Ap > 0 sind nach (6.4.4) nichtnegativ und kdnnen deshalb in
der Form Ay = 0’k2 mit ok > 0 geschrieben werden. Die Zahlen oy > --- >
on > 0 heilen

(6.4.6) singuldre Werte von A.
Ersetzt man in (6.4.3) die Matrix A durch AH A, so erhilt man sofort
| AXIl2 IAXIl2
(6.4.7) oy = max —— = luby(A), op= min —— :
ozxecn  [1X]l2 ozxecn |1X]l2
Ist insbesondere m = n und A nichtsingulér, so gilt

Vg — IXll2 A"yl
/on = max max ————

— = luby (A7),
x20 1AXI2  yzo Y2 2

(6.4.8)
cond, (A) = luby(A) luby(A™Y) = oy /on.
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Der kleinste singuldre Wert oy, einer quadratischen Matrix A gibt den Ab-
stand von A zur ,ndchsten” singuldren Matrix an:

(6.4.9) Satz: A und E seien beliebige N x n-Matrizen und A habe die
singuldren Werte o1 > 0y > -+ > oy > 0. Dann gilt

1) luby(E) > oy, falls A+ E singuldr ist.

2) Es gibt eine Matrix E mit luby(E) = oy, so dafp A+ E singuldr ist.

Beweis: 1) Sei A + E singulér, also (A+ E)x = 0 fiir ein X # 0. Dann
ergibt (6.4.7)

onllXll2 = [IAX]l2 = || — EX|l2 < lub2(E)[IX]l2,

also o, < luby(E).
2) Fiir o, = 0 ist nichts zu zeigen: denn wegen (6.4.7) ist 0 = || AX||,
fiir ein X # 0, so daB bereits A singuldr ist. Sei deshalb op > 0. Wegen

(6.4.7) gibt es Vektoren U, v mit
[Aullz =on, [ull2 =1,

1
v:i=—Au, |v|=1.
n

Fiir die spezielle n x n-Matrix E := —o,vu" gilt dann (A + E)u = 0, so
dafl A+ E singuldr ist, sowie
utx|
lub, (E) = oy max ||v||; = op. O
X0 1XII2

Eine beliebige m x n-Matrix A 146t sich unitdr auf eine gewisse Nor-
malform transformieren, in der die singuldren Werte von A erscheinen:

(6.4.10) Satz: A sei eine beliebige (komplexe) m x n-Matrix.

1) Dann gibt es eine unitire m x m-Matrix U und eine unitdre n x n-
Matrix V, so dap U" AV = X eine mxn-, Diagonal-Matrix“ der folgenden
Form ist

2:['3 8i|, D := diag(oy,...,0r), o1 >0y >--- >0 > 0.

Dabei sind oy, ..., oy gerade die von 0 verschiedenen singuliren Werte
und r der Rang von A

2) Die von 0 verschiedenen singuliren Werte der Matrix A" sind die
gleichen Zahlen oy, ..., o;. Die Zerlegung A =U XV heift

(6.4.11) Singulire-Werte-Zerlegung von A
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Beweis: Wir zeigen 1) durch vollstdndige Induktion nach m und n. Fiir
m = 0 oder n = 0 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen an, da3 der Satz fiir
(m—1) x (n—1)-Matrizen richtig ist und A eine m x n-Matrix mit m > 1,
n > 1 ist. Sei o) der grofte singuldre Wert von A. Falls o7 = 0, ist wegen
(6.4.7) auch A = 0, so daB nichts zu zeigen ist. Sei daher o7 > 0 und X; # 0
Eigenvektor von AH A zum Eigenwert 012 mit ||X;], = 1:

(6.4.12) A" AX, = o¥x;.

Dann kann man n — 1 weitere Vektoren X, ..., Xn € C" finden, derart
daB die n x n-Matrix X := [X;, Xo, ..., Xn] mit den Spalten X; unitdr wird,
XHX = 1,. Wegen ||AX1||§ = XIH AMAx, = 012X1HX1 = 012 > 0 ist der
Vektor y; := 1/01AX; € C™ mit ||y;||» = 1 wohldefiniert und man kann
m — 1 weitere Vektoren s, ..., Ym € C™ finden, so daB die m x m-Matrix

= [Y1, Y2, ..., Ym] ebenfalls unitir wird, Y"Y = I,,. Nun folgt aus
(6.4.12) und den Definitionen von y;, X und Y mit

e :=(1,0,...,00" eC", & :=(1,0,...,0)T eC™
die Beziehung
YHAXe = YHAX = oY Yy, =018 e C™
sowie
YHAax)He = xHAHye = xHAHy, = aileAH Axy
=0 X"x, =016 € C",

so daB die Matrix YH AX folgende Gestalt besitzt:

0
YHAX = [O Ai|

Hier ist A eine (m— 1) x (n — 1)-Matrix.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine unitidre (m — 1)-reihige Ma-
trix U und eine unitire (n — 1) -reihige Matrix V mit

“Hie _« [D o0

0 0j|, f)::diag(oz,...,or), oy >--->0r >0,

mit einer (M — 1) x (n — 1)-,,Diagonalmatrix* 5 der angegebenen Form.
Die m-reihige Matrix
0
U=y [ - }

ist unitdr, ebenso die N-reihige Matrix
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. 1 0
V=X |:0 V]
und es gilt

Hay _ |10 |y Loy v 0 ftor 04110
|01 0 _ D 0 _ — di
_[o E}_[o o]_z’ 0= daglon e,

und X ist eine M x n-reihige Diagonalmatrix mit o > -+ > o > 0,
0% = Amax(A" A). Offensichtlich ist Rang A =r wegen Rang A = Rang
U"AV = Rang ¥.

Wir miissen noch zeigen, daBl o > o, gilt und die o; die singulédren
Werte von A sind: Nun folgt aus U™ AV = X fiir die n x n-Diagonalmatrix
yHy

yH ¥ = diag(o?,...,07,0,...,00 =VTAHUU" AV = VH (AP AV,

s Yr o

so daB [s. Satz (6.4.2)] o7, ..., o die von 0 verschiedenen Eigenwerte von
AM A sind, also oy, ..., oy die von 0 verschiedenen singuliren Werte von
A. Wegen 012 = Amax (AT A) gilt dann o7 > 03. O

Die unitiren Matrizen U, V in der Zerlegung UM AV = X haben fol-
gende Bedeutung: Die Spalten von U geben m orthonormale Eigenvektoren
der Hermiteschen mx m-Matrix AAH an, die Spalten von V n orthonormale
Eigenvektoren der Hermiteschen n x n-Matrix A" A. Dies folgt sofort aus
UMAARU = 23", VHAR AV = ¥" ¥ und Satz (6.4.2). SchlieBlich sei
noch bemerkt, daB man die Pseudoinverse At [s. (4.8.5)] der m x n-Matrix
A mit Hilfe der Zerlegung UH AV = X sofort angeben kann. Ist

E=|:I(:)) 8], D:diag(al,...,or), UIZ"'ZO}>0,

dann ist die n x m-Diagonalmatrix

D' 0

+ .

!
die Pseudoinverse von X und man verifiziert sofort, daf3 die n x m-Matrix
(6.4.13) At :=vxtuH

die Bedingungen von (4.8.5.1) fiir eine Pseudoinverse von A erfiillen. Wegen
der Eindeutigkeitsaussagen von Satz (4.8.5.2) muBl daher A* die Pseudoin-
verse von A sein.
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6.5 Reduktion von Matrizen auf einfachere Gestalt

Die Eigenwerte und Eigenvektoren einer dicht besetzten Matrix A werden
bei den gebriuchlichsten Verfahren folgendermaflen bestimmt. Man trans-
formiert die Matrix zunichst mit Hilfe von endlich vielen Ahnlichkeitstrans-
formationen

A=Ay A== An,
A=T"'A_T, i=1,2,...,m,
in eine einfacher gebaute Matrix B,
Bi=An=T'AT, T:=TT - Tn

und bestimmt anschliefend die Eigenwerte A und Eigenvektoren y von B,
By = Ay. Es gilt dann fiir X := Ty =T;--- T,y wegen B =T 'AT

AX = AX,

d.h. zum Eigenwert A von A gehdrt der Eigenvektor X. Die Matrix B wird
dabei so gewahlt, daf3
1. die anschlieBende Eigenwert- bzw. Eigenvektor-Bestimmung fiir B
moglichst einfach ist (d.h. moglichst wenig Operationen erfordert) und
2. die Rundungsfehler AB, die man bei der Berechnung von B aus A
begeht, die Eigenwerte von A nicht starker verfalschen als relativ kleine
Anderungen AA der Matrix A.

Wegen
B=T"'AT,
B+AB=T '(A+AAT, AA:=T ABT !,
hat man fiir jede Vektornorm || - || und die zugehorige Matrixnorm lub(-)

folgende Abschitzungen

Iub(B) < cond(T) lub(A)
Iub(AA) < cond(T) lub(AB)
und daher lub(AA) lub(AB)
u 2 1
— < d(M)) ———.
ub(A) — (cond(T)) [ub(B)
Deshalb kann fiir groes cond(T) > 1 selbst ein relativ kleiner Fehler AB
bei der Berechnung von B, lub(AB)/lub(B) = eps, den gleichen Effekt

auf die Eigenwerte haben wie ein relativer Fehler A A in der Matrix A, der
folgende GrofBe haben kann
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lub(AA lub(AB
(AR ¢ cond(Ty2WB(EB)
lub(A) lub(B)
Das Verfahren, die Eigenwerte von A als die Eigenwerte von B zu bestim-

men wird dann nicht gutartig sein [s. Abschnitt 1.3]. Um Gutartigkeit zu
garantieren, hat man wegen

cond(T) = cond(T; - - - Tyy) < cond(Ty) ---cond(Ty,)

= cond(T)2 - eps.

die Matrizen T; so zu wahlen, daB3 cond(T;) nicht zu gro8 wird. Dies ist fiir
die Maximumnorm ||X ||, = max; |X;| insbesondere fiir Eliminationsmatrizen
[s. Absschnitt 4.2]

1 0]
1
i1,
0 In 0 1]
(6.5.0.1)
- 0
G.ﬁl = !
) —ljt1,]
0 —lp 0 1]

condy (Tj) < 4,

der Fall und fiir die euklidische Norm ||x|, = ~/xHx fiir unitire Matrizen
T = U, z.B. fiir Householdermatrizen: fiir sie gilt cond,(T;j) = 1. Reduk-
tionsalgorithmen, die nur unitdre Matrizen T; oder Eliminationsmatrizen T;
(6.5.0.1) benutzen, werden in den folgenden Abschnitten beschrieben. Als
»einfache® Endmatrix B = Ap, kann man mit diesen Hilfsmitteln fiir allge-
meine Matrizen eine obere Hessenberg-Matrix erreichen, die von folgender
Gestalt ist:

S ¥k *
*

B=|"~ | bk =0, fir k<i-2.
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Bei Hermiteschen Matrizen A = AH benutzt man zur Reduktion nur unitire
Matrizen T;, T.”' = TH. Mit A_; ist dann auch A = T,"'A_; T, Hermi-
tesch,

A= THALT =THALT =THALT = A
Als Endmatrix B erhilt man deshalb eine Hermitesche Hessenberg-Matrix,
d.h. eine (Hermitesche) Tridiagonalmatrix oder Jacobimatrix:

3 » 0

B = 2 & A s S = Si .
e h
0 n On

6.5.1 Reduktion einer Hermiteschen Matrix auf Tridiagonalgestalt.
Das Verfahren von Householder

Bei dem Verfahren von Householder zur Tridiagonalisierung einer Hermi-
teschen n x n-Matrix A" = A =: A; werden zur Transformation

A =T AT
geeignete Householder-Matrizen [s. Abschnitt 4.7] benutzt:
TH=T"'"=T =1 -guu.

Wir nehmen an, dafl die Matrix Aj_; = (ajk) bereits die folgende Gestalt
besitzt

Ji_y C 0
(6.5.1.1) A_ = cH 5i aiH = (ajk)
0 g A

mit
81 7 0 0]
_ .. .. Yi—1 0 s a =
c |5 0 - v diq i o
o --- 0 Y 5i
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Nach Abschnitt 4.7 gibt es eine (n — i)-reihige Householdermatrix T mit

(6.5.1.2) Tiaa =k-e eC'".

'ﬁ hat die Gestalt 'IN'. =1- ,BUUH, ue C", und ist gegeben durch

o =gl =

n

> il

&\ j=i+1

= { 1/(o (o + |aip1iD) firo #0

0 sonst

(6.5.1.3) ki=—0-€¢ falls oy =€l
€9(0 + |atiy1,i)
Qj42i
u:.:=
Ui

Fiir die unitidre n x n-Matrix T;, die wie (6.5.1.1) partitioniert ist,

| 0
T:=1|0 1 0
0 0 Ti

gilt dann offensichtlich TH = T.™' = T, sowie wegen (6.5.1.2)

T AT =TALT =

i1

cH

di

T,

Tia,

TiAT
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3 P2 0 0
v & . : 0
. R Y I 0
0 Yi-1 Gi-i Vi
=0 0y 8 fir1 O 0=A
Yi+1
0
0 : T AT
0
mit Y41 =K. o
Wegen T, = | — puut 1aBt sich T, A_; T; auf folgende Weise berechnen:

TALT = (1 = puu A (1 — puu™)
= A — BA_juu" — Buut Ay + pruut A_juut.
Fiihrt man zur Abkiirzung die Vektoren p, q € C"' ein,
B
2
so folgt wegen g > 0, p"u = AU A _ju= (p"u)" sofort
T AT = A — pu —up” + gup™uu”

6.5.1.4) = A b o " b ot H
=A_—U p—E(p wuf — p—E(P wufu

p:=pA_1u, q:=p-—=(p"uu,

=A_ —ug" —qu".
Mit den Formeln (6.5.1.1)-(6.5.1.4) ist die i-te Transformation

A =T AT
beschrieben. Offensichtlich ist
I 0
B=A,=|7 % . 8 =34,
. W
0 Yn 6n

eine Hermitesche Tridiagonalmatrix.
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Formale ALGOL-éhnliche Beschreibung der Householdertransforma-
tion fiir eine reelle symmetrische Matrix A = AT = (@jk) mit n > 2:

for i := 1 step 1 until n —2 do

begin §; := a;;
n
= Z |ji[>; if @41 < O then s:= —s;
j=i+1
Vel =8 @i=S+aia

if s = 0 then begin &; := 0; goto MM end;
Bi=ai:=1/(sxe);

Uit1 == aQiy1i =6

for j :=i 42 step 1 until n do u; := &;;
for j :=i+ 1 step 1 until n do

i n
Pj :=<Zajkxuk+ Zak,-xuk)xﬂ;

j=it1 k=j+1
n
sk := ( Z P X uj> x B/2;
j=i+1
for j ;=i + 1 step 1 until n do
g := 0 — sk x uj;

for j :=i+ 1 step 1 until n do
for K :=i + 1 step 1 until | do
Qjk ‘= qjk — Oj X Ugx — Uj X Ok;
MM :
end;
On-1 = an-1n-1; Sn:=ann; ¥n:=ann-1;

Bei diesem Programm wird die Symmetrie von A ausgenutzt: Es miissen
nur die Elemente &, mit k < j gegeben sein. Dariiber hinaus wird die Ma-
trix A mit den wesentlichen Elementen S, U; der Transformationsmatrizen
Ti=1-8u uiH, i =1,2,...,n—2, liberschrieben: Nach Verlassen des
Programms ist die i-te Spalte von A besetzt mit dem Vektor
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ajj

Gl _ | A i=1.2....n—2
e .
anj

(Die Matrizen T; benétigt man zur ,,Riicktransformation® der Eigenvektoren:
Ist y Eigenvektor von A,_, zum Eigenwert A

An—2y = )"yv

so ist X := T T, - -- Th_»y Eigenvektor zum Eigenwert A von A.)

Ausgetestete ALGOL-Programme fiir die Householder-Reduktion und
die Riicktransformation der Eigenvektoren findet man bei Martin, Reinsch,
Wilkinson (1971), FORTRAN-Programme in Smith et al. (1976).

Wendet man die oben beschriebenen Transformationen auf eine belie-
bige nicht Hermitesche n-reihige Matrix A an, so erhélt man mit Hilfe der
Formeln (6.5.1.2), (6.5.1.3) eine Kette von Matrizen Aj,i =0,1,...,n—2,
der Form

A=A,
* * | % *
*
* % * | % *
A_ =
i—1 X
0 * ok *

i—1

Die ersten i — 1 Spalten von A;_; haben bereits dieselbe Form wie bei einer
Hessenberg-Matrix. A,_, ist eine Hessenberg-Matrix. Bei dem Ubergang
von Aj_; nach A bleiben die Elemente oji von Ai_; mit j, K < i un-
veréndert.

ALGOL-Programme fiir diesen Algorithmus findet man bei Martin,
Wilkinson (1971), FORTRAN-Programme in Smith et al. (1976).
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In Abschnitt 6.5.4 wird ein weiterer Algorithmus zur Reduktion einer
allgemeinen Matrix A auf Hessenberg-Gestalt beschrieben, der nicht mit
unitiren Ahnlichkeitstransformationen arbeitet.

Die Gutartigkeit des Algorithmus kann man auf folgende Weise zeigen:
Mit A; und T; bezeichne man die Matrizen, die man bei der Durchfiihrung
des Algorithmus in Gleitpunktarithmetik der relativen Genauigkeit eps
erhdlt, mit U; diejenige Houscholdermatrix, die man nach den Regeln des
Algorithmus beim Ubergang Aj_; — A, bei exakter Rechnung zur Trans-
formation zu nehmen hitte. U; ist also eine exakt unitire Matrix und T,
ist diejenige ndherungsweise unitire Matrix, die man statt U; bei der Be-
rechnung von U; in Gleitpunktarithmetik erhdlt. Es gelten also folgende
Bezichungen

T =glU), A =gTA_T).

Mit den in Abschnitt 1.3 beschriebenen Methoden kann man nun zeigen
(siche z.B. Wilkinson (1965)), daf gilt

luby(Ti — Uj) < f(n)eps,
(6.5.1.5) A =g (MA_T)=TiAT +Gj,
luby(Gi) < f(n) epsluby(A_y),

mit einer gewissen Funktion f(n) [i.allg. gilt f(n) = O(n%), « =~ 1].
Aus (6.5.1.5) folgt sofort wegen lub,(Uj) = 1, UiH = Ui_1 = U (U ist
Householdermatrix!)

luby(R) < f(meps, R :=T —U,
A =U'AL U+ RALU +UALIR + RALR +Gi
= U 'AL Ui + F
mit )
lub2(F;) < eps f (M[3 + eps f (M)]luby (A1),
oder wegen eps f(n) <« 3 in erster Ndherung:
lub (Fi) < 3 eps f(n) luby(Ai_y),
(6.5.1.6) luby(A) < (1 +3 eps f(n)) luby(A_))
< (143 eps f(n)) luby(A).

Fiir die Hessenberg-Matrix A,_, folgt daher schlieBlich wegen A = A,
(6.5.1.7) A, =U " U (A+ F)U; Uy

mit
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n-2
F:=> Ul URU™" U
i=1

Aus (6.5.1.6) folgt somit

n-2

luby(F) < > luby(Fy)
i=l
n-2

< 3eps f(n) luby(A) Y (14 3eps f(n)'~
i=1

oder in erster Néherung
(6.5.1.8) lub, (F) < 3(n —2) f(n) eps luby (A).

Sofern n f (n) nicht zu groB ist, zeigen (6.5.1.7) und (6.5.1.8), daf3 die Matrix
An_> zu einer nur leicht abgednderten Matrix A + F exakt dhnlich ist, dafl
also das Verfahren gutartig ist.

6.5.2 Reduktion einer Hermiteschen Matrix auf Tridiagonalgestalt
bzw. Diagonalgestalt: Die Verfahren von Givens und Jacobi

Bei dem Verfahren von Givens (1954), einem Vorldufer des Verfahrens von
Householder, benutzt man zur Konstruktion der Kette

A=Ay > A = > Ay A=T AT,
unitire Matrizen Ty = £2jx der Form (¢, ¥ reell)

1 0

cos ¢ —e ¥ sing <~ ]
6.52.1) = :

€V sing cos @ «~k
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um eine Hermitesche Matrix A auf Tridiagonalgestalt B = Ay, zu bringen.
Zur Beschreibung dieser Methode nehmen wir der Einfachheit halber an,
daB A = A" reell ist; in diesem Fall kann ¥ = 0 gewihlt werden, £2ji ist
dann orthogonal.

Man beachte, daB sich bei einer Linksmultiplikation A — .QJ-T(IA =
QJ—']'( A nur die Zeilen j und K von A dndern, bei einer Rechtsmultiplikation
A — AL2j nur die Spalten j und k. Wir beschreiben nur den ersten Trans-
formationsschritt, der aus zwei Teilschritten besteht,

A=A - T A=A - AT =T AT = AL

Im ersten Teilschritt Ay — Aj wird die Matrix T; = £23, Tfl = !22"3'
so gewidhlt [s. Abschnitt (4.9)], daB8 das Element in Position (3, 1) von
Ay = .Qz'ng annulliert wird; bei der anschlieBenden Rechtsmultiplikation
mit §2,3, Ay = A; = Aj§223, bleibt die Null in Position (3, 1) erhalten (s.
Skizze fiir eine vierreihige Matrix, sich dndernde Elemente werden mit
bezeichnet)

X X X X X X X X
X X X X H Xk k% ,
= —)Q = =
Ao X X X X 3R 0 * % x* Ao
X X X X LX X X X
rX * 0 X7
, X * % X
Ao$223 0 *x x X !
LX % % X_

Da mit Ay auch A; Hermitesch ist, wird bei der Transformation A; — A,
auch das Element in Position (1, 3) annulliert. AnschlieBend wird das Ele-
ment in Position (4, 1) mit einer Givensrotation T, = £2,4 zu Null transfor-
miert usw. Allgemein wihlt man als T; der Reihe nach die Matrizen

253, $224, ..., $2on,
9345 LR Q3n7
Qn—l,nv
und zwar so, dal durch £2j, j = 2,3, ...,n—1, k= j+1,j+2

..., n, das Element in Position (k, j — 1) annulliert wird. Ein Vergleich
mit dem Verfahren von Householder ergibt, daB diese Variante des Verfah-
rens von Givens etwa doppelt so viele Operationen bendtigt. Aus diesem
Grunde wird das Householder-Verfahren meistens vorgezogen. Es gibt je-
doch modernere Varianten (,,rationale Givenstransformationen®), die dem
Householder-Verfahren vergleichbar sind.
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Auch das Verfahren von Jacobi benutzt Ahnlichkeitstransformationen
mit den speziellen unitiren Matrizen 2k (6.5.2.1), doch wird jetzt nicht
mehr eine endliche, mit einer Tridiagonalmatrix abbrechende Folge, sondern
eine unendliche Folge von Matrizen AV, i =0, 1, ..., erzeugt, die gegen
eine Diagonalmatrix

Al 0
D= .
0 An
konvergieren. Dabei sind die A; gerade die Eigenwerte von A. Zur Erldute-
rung des Verfahrens setzen wir wieder der Einfachheit halber voraus, da
A eine reelle symmetrische Matrix ist. Im Transformationsschritt

AD 5 AUHD = .QJ-T(A(D.ij

werden jetzt die Groflen C := cos¢, S := sing der Matrix Qjx, ] < K
(6.5.2.1), so bestimmt, daf3 aj’ « = 0 gilt (wir bezeichnen die Elemente von

AD mit a, die von AT+ mit a/,):

/ /7 / ’
ap, I T

/ / /
aj; ajj - 0 P

A(i+l) —

/ / /
23 0 Ak 2

/ / / /
I I T A - o -

Nur die eingerahmten Zeilen dndern sich nach den Formeln
a/; = aj, = Cayj + Sk
&y = 8, = —Sarj + Cayk

(6.5.2.2) a; = Cajj + S"aw + 2Csa,

} fir r#j,k,

[ —al = —cs(aj; — 2 —sMa, =0
Ay = & Cs(qyj — ak) + ( s%)ajk =0,
B = S'8jj + C'ak — 2CSayi-
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Daraus erhélt man fiir den Winkel ¢ die Bestimmungsgleichung

to 20 — 2cs _ 2ajk ||<n
g(p_cz_sz_ajj_akk’ (p—4
Mittels trigonometrischer Identitdten kann man daraus die GroBen € und S
und mit (6.5.2.2) die &/ berechnen.

Es ist jedoch ratsam, die folgenden numerisch stabileren Formeln zu
verwenden [s. Rutishauser (1971), dort findet man auch ein ALGOL-
Programm]. Man berechnet zunéichst die Grofle ¥ := ctg2¢ aus
Qjj — Ak

235k

U=

und dann t := tg g als die betragskleinste Wurzel der quadratischen Glei-
chung
t? +2t9 — 1 =0,
(_ s
9]+ V1 + 02

bzw. t := 1/29, falls || so groB ist, daB bei der Berechnung von B2
Uberlauf auftritt. Die Grofen ¢ und S erhidlt man aus

. 1 falls ¢ >0,
(@) := { —1 sonst,

1
C:= s s:=tc.
V1+t?
SchlieBlich berechnet man die Zahl 7 := tg(p/2) aus
S
T =
(1+c0)

und formt mit Hilfe von s, t und t die Formeln (6.5.2.2) numerisch stabil
um in

(=&, =aj+S- (@k—Ta))

i = A=A : } fir 1+ ],k
Ay = Ay ==ak—S- (& +Tak

aj’j = qj +ta,

ai’(k = akk — L ajk.
Zum Beweis der Konvergenz betrachtet man die Summe

A =Y e’ SAT) =)
j#k j#k
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der Quadrate der Nichtdiagonalelemente von A®) bzw. Al+D | Fiir sie findet
man wegen (6.5.2.2)

0 < S(ATD) = S(AV) —2]a|’ < S(AD) falls aj # 0.

Die Folge der nichtnegativen Zahlen S(A") nimmt also monoton ab, ist
also konvergent. Man kann lim;_, ., S(A")) = 0 zeigen (d.h. die A® kon-
vergieren gegen eine Diagonalmatrix), wenn man die Transformationen £2j
in geeigneter Reihenfolge ausfiihrt, ndmlich zeilenweise,

212, 213, ..., $n,
253, ..., Shn,
n_1,n,

und diese Reihenfolge zyklisch wiederholt. Unter diesen Bedingungen kann
sogar die quadratische Konvergenz des Jacobi-Verfahrens bewiesen werden,
wenn A nur einfache Eigenwerte besitzt:

S(AD)? _n(n—1)

Ni=——F,

(i+N)
S(AY) < 3

8= Iln?éljn |2 (A) — A (A)] > 0.

[Beweis s. Wilkinson (1962), weitere Literatur: Rutishauser (1971), Schwarz,
Rutishauser, Stiefel (1972), Parlett(1980)].

Trotz dieser schnellen Konvergenz und des weiteren Vorzugs, dal man
aus den verwendeten £2jx leicht zusatzlich ein orthogonales System von Ei-
genvektoren von A erhilt, ist es in praktischen Anwendungen, insbesondere
fiir groBes n vorteilhafter, die Matrix A mit dem Householder-Verfahren
[s. Abschnitt 6.5.1] auf eine Tridiagonalmatrix J zu reduzieren und deren
Eigenwerte und Eigenvektoren mit dem QR-Verfahren zu berechnen, weil
dieses Verfahren kubisch konvergent ist. Liegt A bereits als Bandmatrix vor,
so gilt dies erst recht: Beim QR-Verfahren bleibt diese Gestalt erhalten, das
Jacobi-Verfahren jedoch zerstort sie.

Es sei noch erwihnt, daf3 P. Eberlein ein dem Jacobi-Verfahren dhnliches
Verfahren fiir nichthermitesche Matrizen entwickelt hat. Ein ALGOL-
Programm fiir diese Methode und nédhere Einzelheiten findet man in Eberlein
(1971).
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6.5.3 Reduktion einer Hermiteschen Matrix auf Tridiagonalgestalt.
Das Verfahren von Lanczos

Schon bei der Herleitung der Frobeniusschen Normalform einer allgemeinen
N x n-Matrix A in 6.3 spielten bereits Krylovsequenzen q, Aq, A%q, ...
zur Matrix A und einem Startvektor q € C" eine Rolle. Zu ihnen gehdren
gewisse lineare Teilrdume des C", die sog. Krylovriume

Ki(@, A :=span[q, Aq,..., A7'q], i>1, Ko, A = {0}

Ki(q, A) besteht aus allen Vektoren, die von den ersten i Vektoren der Folge
{ qu}j >0 aufgespannt werden. Mit m (< n) bezeichnen wir wie in 6.3 den
groBten Index i, fir den dim K;(q, A) =i gilt, also die Vektoren g, ...,
Ai~'qg noch linear unabhingig sind. Dann ist A™q von den m Vektoren g,
Aq, ..., A" !q linear abhiingig, die eine Basis von Ky,(g, A) bilden, so daB
wegen AMq € Kn(q, A) auch gilt AKn(q, A) € Kn(g, A): Der Krylov-
raum Kpy(q, A) ist A-invariant, und die lineare Abbildung X > @ (z) := Ax
bildet Kiy(g, A) in sich ab.

In Abschnitt 6.3 erhielten wir Frobeniusmatrizen (6.3.1), wenn man
die Abbildung @ beziiglich der Basis ¢, Ag, ..., A™!q von Kn(q, A)
beschreibt. Die Idee des Lanczos-Verfahrens [s. Lanczos (1950)] zur Re-
duktion einer Hermiteschen N x n-Matrix A auf Tridiagonalgestalt ist damit
eng verwandt: Hier wird die lineare Abbildung @ beziiglich einer spezi-

ellen orthonormalen Basis qi, O, ..., On von Kn(q, A) beschrieben. Die
gy werden dazu so definiert, daf3 fir alle i = 1, 2, ..., m die Vektoren
di, Oz, ---, Oi gerade eine orthonormale Basis von K;(Q, A) bilden. Eine

solche Basis kann man zu einer gegebenen Hermiteschen n x n-Matrix
A = A" und einem Startvektor q leicht konstruieren. Um den trivialen Fall
m = 0, K¢(g, A) = {0}, auszuschlieBen, sei der Startvektor q # 0 und
dariiber hinaus normiert, ||q|| = 1, wobei |.|| die euklidische Norm in C"
bezeichne. Dann geniigen die ¢ einer dreigliedrigen Rekursionsformel [vgl.
Satz (3.6.3)]

ar:=49, »Q :=0,

(6.5.3.12) o
AG = ¥0i-1 + 60 + i1y fur i >1,
wobei
8i = qu Aqi»
(6.5.3.1b) Vier =Nl mit 1= AG — &G — %G1,

Gi+1 :=Tri/yiq1, falls 4 #0.
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Alle Koeffizienten y;, § sind reell. Das Verfahren bricht mit dem ersten
Index i =:ip mit y4; = 0 ab, und es gilt dann

ip = m=maxdim K (q, A).
I

Beweis: Wir zeigen (6.5.3.1) durch Induktion nach i. Fir i = 1 ist
0; :=q wegen ||q]| = 1 eine orthonormale Basis von K;(q, A). Seien nun
fiir ein j > 1 orthonormale Vektoren qy, ..., 0j gegeben, derart daf fiir
alle i < j die Formeln (6.5.3.1) und

span[qlv ceey ql] = Ki(q, A)

gelten und dartiber hinaus fiir i < j die Vektoren r; # 0 in (6.5.3.1b) nicht
verschwinden. Wir zeigen zunichst, daB8 dann die gleichen Behauptungen
auch fiir j + 1 richtig sind, falls zusétzlich r; # 0 gilt. In der Tat sind dann
Yj+1 # 0, 8 und gj4durch (6.5.3.1b) wohlbestimmt und es ist [|gj]| = 1.
Der Vektor gj4; ist orthogonal zu allen ¢; mit i < j: Fiiri = j folgt dies
aus yj4+1 # 0,

AGj = ¥jQi-1 + 80 + V1041,

der Definition von §; und der Induktionsvoraussetzung
vi+10) Q1 = " Agy — §qfq; = 0.
Fiir i = j — 1 gilt zunichst aus dem gleichen Grund und weil A = A"
Vierd G = ai Ag — vig g = (Ago) g — .

Wegen AQj—1 = ¥j-10j—2+38j-10j-1 + ¥; 0, folgt aus der Orthogonalitit der
g fiiri < j sofort (Agj—1)™qj = 7 = und damit qu_qul = 0. Ahnlich
schlieBt man fiir i < j — 1 mit Hilfe von Ag = y1Gi—1 + 80 + i+10i+1:

Yind g+ =g Agy = (Ag) g = 0.

SchlieBlich ist wegen span[d, ..., G] = Ki(g, A) C Kj(g, A) firi < j
auch
Aq] € Kj+l(q1 A)v

sodaB3 wegen (6.5.3.1b)
qj+l € Span[qj—]7 q] ) qu] C K]+1(q7 A)5

und damit span[q, ..., gj+1] C Kj+1(d, A) gilt. Da die qy, ..., qj4+1 als
orthonormale Vektoren linear unabhingig sind und dim Kj;(q, A) < j+1,
folgt sofort

Kj+1(q? A) = Span[ql’ s qj+1]‘



6.5 Reduktion von Matrizen auf einfachere Gestalt 39

Dies zeigt auch j +1 < m = max; dim K; (q, A), und damit i, < m fiir den
Abbruchindex iy von (6.5.3.1). Andererseits ist nach Definition iq
Aqi, € span[0f,-1, Gi,] C span[qy, ..., Gi,] = Kij,(q, A).
Wegen
Ag € span[qy, ..., Gi+1] = Ki11(g, A) C Kj,(@, A fiir i <l

folgt daher AK; (g, A) C Kj, (g, A). Also ist K (g, A) ein A-invarianter

Unterraum und es gilt ip > m, weil Kn(g, A) der erste A-invariante

Teilraum unter den Kj(q, A) ist. Damit ist ip = m gezeigt und (6.5.3.1)

vollstandig bewiesen. O
Mit Hilfe der Matrizen

81 )/2 0
P .
Q=[a.....ql J=|" 2 . l<i<m,
. . )/i
0 i G

kann man die Rekursionen (6.5.3.1) als Matrixgleichung schreiben

AQi =QiJ +10,...,0, ¥ir1Gi41]
(6.5.3.2)

=QJ+rugue, i=12..,m,

wobei @ € R der i-te Achsenvektor g := [0,...,0,1]7 des R' ist. Man
bestitigt diese Matrixgleichung sofort durch Vergleich der j-ten Spalten,
j =1, ..., 1, auf beiden Seiten der Gleichung. Man beachte, daf} die
N x i-Matrizen Q; orthonormale Spalten besitzen, QiH Qi = |; (:=i-reihige
Einheitsmatrix), und J; relle symmetrische Tridiagonalmatrizen sind. Fiir
den Abbruchindex i = m ist Jy irreduzibel (d.h. ¥ # 0 fir i < m) und
wegen yYmy+1 = 0 reduziert sich (6.5.3.2) auf die Gleichung (vgl.(6.3.3))

AQm = Qm Jm

mit einer Matrix Qn mit Qm Qm = In. Jeder Eigenwert von Jy, ist auch
Eigenwert von A, denn aus Jnz = Az, z # 0 folgt fiir X := Qmz sofort
X # 0 und

AX = AQmz = QmInz = AQmz = AX.

Falls m = n, also das Verfahren nicht vorzeitig mit einem Index m < n
abbricht, ist Qp eine n-reihige unitire Matrix und die Tridiagonalmatrix
QM AQj ist irreduzibel und unitér dhnlich zu A.

Das Verfahren von Lanczos besteht nun darin, zu einem gegebenen
Startvektor g := ¢; mit ||q] = 1 die Zahlen ¥, &, i = 1, 2,..., m,
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(y1 := 0) mittels der Rekursionen (6.5.3.1) und damit die Matrix Jy, zu
bestimmen. Anschlieend kann man mit den Methoden von Abschnitt 6.6
die Eigenwerte und -vektoren von Jy, (und damit von A) bestimmen.

Zur Praxis des Verfahrens ist folgendes zu bemerken:

1. Man kann den Rechenaufwand pro Schritt reduzieren, wenn man die
Hilfsvektoren

U := Agi — %01
einfiihrt und beriicksichtigt, daB3 rj = u; — 6;q; gilt und daB sich
8 =q" Ag = g"u;

wegen qu gi—1 = 0 auch mit Hilfe von u; berechnen 1a6t.

2. Es ist i. allg. nicht nétig, alle Vektoren g zu speichern. Zur Durch-
fithrung von (6.5.3.1) bendtigt man lediglich zwei Vektoren v, w € C",
wobei zu Beginn des Verfahrens v := q der gegebene Startvektor ¢ mit
lq]l = 1 ist. Im folgenden Programm [s. Golub und Van Loan (1983)],
das den Lanczos-Algorithmus fiir eine Hermitesche n x n-Matrix A = AH
realisiert, bedeuten vy, wy, K =1, ..., n, die Komponenten dieser Vektoren.

w:=0;y:=1Li:=1
1: if ¥ # 0 then
begin if i # 1 then
for k := 1 step 1 until n do

begin t := vy; vk := wx/y; wk := —yt end;
w:=Av+w; & =vw; w:=w-=3gv;
m:=i;i:=i+1;y = VwHw;
goto 1;

end;

Pro Schritt i — i + 1 hat man lediglich ca. 5n Multiplikaktionen durch-
zufiihren und einmal die Matrix A mit einem Vektor zu multiplizieren. Der
Aufwand ist deshalb besonders gering, wenn A eine diinn besetzte Matrix
ist, so daB3 das Verfahren mit Vorliebe zur Losung des Eigenwertproblems
fiir sehr groBe diinn besetzte Matrizen A = AH benutzt wird.

3. Theoretisch bricht das Verfahren mit einem Index i = m < n ab,
wenn erstmals y;4; = 0 ist, doch wird man wegen des Einflusses der Run-
dungsfehler in der Rechenpraxis kaum jemals ein y;.; = 0 finden. Es ist
aber i.a. nicht nétig, das Verfahren solange fortzusetzen bis y;4; verschwin-
det, oder auch nur geniigend klein wird. Man kann ndmlich unter wenig
einschrankenden Bedingungen zeigen, daf} fiir i — oo die grofiten bzw.
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kleinsten Eigenwerte sehr rasch gegen den groBten bzw. kleinsten Eigen-
wert von A konvergieren [Kaniel-Paige-Theorie: s. Kaniel (1966), Paige
(1971), Saad (1980)]. Wenn man nur an den extremen Eigenwerten von A
interessiert ist (dies kommt in den Anwendungen sehr oft vor), geniigen
deshalb relativ wenige Iterationen des Verfahrens, um die extremen Eigen-
werte von A mit ausreichender Genauigkeit durch die extremen Eigenwerte
einer Matrix J; mit i < N zu approximieren.

4. Bei exakter Rechnung wiirde das Lanczos-Verfahren (6.5.3.1) ortho-
gonale Vektoren ¢ liefern. Unter dem Einflul von Rundungsfehlern verlie-
ren die tatsdchlich berechneten Vektoren (i aber rasch ihre Orthogonalitt.
Diesen Defekt kann man im Prinzip dadurch beheben, dal man in jedem
Schritt den neu berechneten Vektor ¢, an allen Vektoren G, i < |, reor-
thogonalisiert, d. h. daB man G, durch

i
Git1 =G+ — Z(qu qu)qJ'

j=1

ersetzt. Leider ist dies sehr aufwendig, man muB jetzt alle Vektoren G spei-
chern und statt O(n) bendtigt man O(i - n) Operationen im i-ten Lanczos-
Schritt. Es gibt jedoch verschiedene Vorschlige und Untersuchungen in
der Literatur [s. etwa Paige (1971), Parlett und Scott (1979), Cullum und
Willoughby (1985) (hier findet man auch Programme)], wie man diesen
Aufwand verringern und trotz der beschriebenen Schwierigkeiten sehr gute
Approximationen fiir die Eigenwerte von A mittels des Lanczos-Verfahrens
bestimmen kann.

6.5.4 Reduktion auf Hessenberg-Gestalt

Es wurde bereits in Abschnitt 6.5.1 bemerkt, da man eine gegebene n x n-
Matrix A mittels n — 2 Householdermatrizen T; dhnlich auf Hessenbergge-
stalt B transformieren kann

A=A > A — ---— Ay, =B, A=T"ALT.

Wir wollen nun einen zweiten Algorithmus dieser Art beschreiben, bei dem
als Transformationsmatrizen T; Produkte von Permutationsmatrizen

Prs = [el’"'7ef—17657a'+17"'7eS—l’a'7eS+l""7en]7

(hier ist & der j-te Achsenvektor des R") mit PL = Ps= P;! und von
Eliminationsmatrizen der Form
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L Inj 1

benutzt werden, die ebenfalls eine einfache Inverse besitzen [s. (6.5.0.1)].

Eine Linksmultiplikation P3'A von A mit P! = P bewirkt eine
Vertauschung der Zeilen r und s von A, eine Rechtsmultiplikation AP,
eine Vertauschung der Spalten r und S von A. Eine Linksmultiplikation
G;'A von A mit G bewirkt, daB fiir r = j + 1, j +2, ..., n das |-
fache der Zeile | von Zeile r der Matrix A abgezogen wird, wihrend eine
Rechtsmultiplikation AG; bewirkt, da fir r = j 4+ 1, ..., n das I;j-fache
der Spalte r zur Spalte j von A addiert wird.

Das Verfahren geht dhnlich wie bei der Gaulelimination (s. Abschnitt
4.1) und dem Verfahren von Householder (s. 6.5.1) vor: D. h. man erzeugt

ausgehend von A =: Ay eine Reihe von weiteren Matrizen A, i = 1,
2,...,n—2, deren erste i Spalten bereits Hessenberggestalt haben. Im i-ten
Schritt des Verfahrens, Ai_1 — A = 'I'i_1 Ai_ T, verwendet man als T; ein
Produkt der Form T; = P4 sGj+; mit einem geeignet gewahlten s > i + 1.

Er zerfallt in zwei Teilschritte
A_i — A =Py sA_Piis — A =G AGi,

wobei der erste einer Spaltenpivotsuche und der zweite einer GaufBelimi-
nation mit Pivotelement &, | ; entspricht, der zur Annullierung der storenden
Elemente unterhalb der Subdiagonalen von Spalte i fiihrt.

Da das Verfahren im Prinzip wie in 6.5.1 verlduft, skizzieren wir nur den ersten
Schritt A= Ay — A = Tl_1 ATy, Ti = PGy fiir n = 4 (hier bedeuten * wieder
Elemente, die sich gedndert haben):

Man bestimmt zunéchst (Spaltenpivotsuche) das betragsgrofite Element ag ; der
ersten Spalte von A unterhalb der Diagonalen, S > 2 (in der Skizze %)) und bringt
es mittels der Permutation P, g an die Position (2,1):

X X X X X X X X
X X X X ® *x * x
A=A = — P =
Ao X X X X 24A0 X X X X
® X X X T
F X x X %]
/ ® * X *
e = =
A = (P Ag) Py X % X x
L X % X x|
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AnschlieBend subtrahiert man geeignete Vielfache der Zeile 2 von den Zeilen j > 2,
um die Elemente unterhalb des Pivotelements zu annullieren, A" — A” := G5 A,
und berechnet schlieBlich A; := A”Gj:

X X X X X * X X
X X X * X X
A — A= ® — A = ®
0 *x *x =x* 0 % X X
0 * *x =x 0 *x X X

Nach n—2 Schritten dieser Art erhélt man als Resultat eine Hessenberg-
Matrix B = An_».

ALGOL-Programme fiir diesen Algorithmus findet man in Martin,
Wilkinson (1971), FORTRAN-Programme in Smith et al. (1976).

Die Gutartigkeit dieser Methode kann man auf folgende Weise untersu-
chen: Seien A; und 'I_'_1 diejenigen Matrizen, die man bei Gleitpunktrech-
nung im Laufe des Algorlthmus statt der A. T; tatsdchlich erhilt. Wegen
(6.5.0.1) tritt bei der Berechnung von T aus T; kein zusitzlicher Run-
dungsfehler auf,

T =gl(T7)
und es ist nach Definition von A
(6.5.4.1) A= (T'ALT) =T"ALT +R.

Mit den Methoden von Abschnitt 1.3 kann man Schranken fiir die Fehler-
matrix R der folgenden Form herleiten

(6.5.4.2) lubse (R)) < f(n) epslubss (A1),

wobei f(n) eine gewisse Funktion von n mit f(n) = O(n%), a« ~ 1, i
[vgl. Ubungsaufgabe 13]. Aus (6.5.4.1) folgt schlieBlich wegen A AO

(6.5.4.3) A =T T A+ )T - Tos
mit
n-2
(6.5.4.4) F=Y 7% TRT - T,7"
i=l1

Dies zeigt, daB A,_» exakt dhnlich ist zu einer abgednderten Ausgangsmatrix
A+F. Je kleiner F gegeniiber A ist, desto gutartiger ist das Verfahren. Nun
gilt fiir die Matrizen T; wegen (6.5.0.1)

lubeo(Ti) <2, lubso(T7') =2,
so daB in Strenge gilt
(6.5.4.5) lubeo(Ty -+ Ti) < 2.
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Als Konsequenz hitte man wegen A~ 'I_'i_l . -~'|_'1_1A1_'1 T, (6.5.4.2)
und (6.5.4.4) die Abschétzungen

lube (A) £ Ci lubs(A), G :=27,

(6.5.4.6) .

lubs (F) < KT (n) eps lubso(A), K = sz—z’
=l

mit einem Faktor K = K(n), der mit n rasch anwéchst. Gliicklicherweise
ist die Schranke (6.5.4.5) in den meisten praktischen Féllen viel zu pessi-
mistisch. Es ist bereits recht unwahrscheinlich, dafB3 gilt

lubeo(Ty -+ Ti) =20 fiir i >2.

In allen diesen Fillen kann man die Konstanten C; und K in (6.5.4.6) durch
wesentlich kleinere Konstanten ersetzen, was bedeutet, dafl in den meisten
Fillen F klein gegeniiber A und das Verfahren gutartig ist.

Fiir nichthermitesche Matrizen benétigt die Householdersche Reduk-
tionsmethode (s. Abschnitt 6.5.1) etwa doppelt so viele Operationen als
das hier beschriebene Verfahren. Da in den meisten Féllen die Gutartigkeit
dieses Verfahrens nicht wesentlich schlechter ist als die des Householder-
Verfahrens, wird es in der Praxis vorgezogen (Tests ergeben sogar, daf3 das
Householder-Verfahren wegen der groferen Zahl der Rechenoperationen
hiufig etwas ungenauere Resultate liefert).

6.6 Methoden zur Bestimmung der Eigenwerte
und Eigenvektoren

In diesem Abschnitt soll zundchst beschrieben werden, wie man einige an
und fiir sich klassische Verfahren der Nullstellenbestimmung von Polynomen
[s. Abschnitte 5.5, 5.6] benutzen kann, um die Eigenwerte von Hermiteschen
Tridiagonalmatrizen bzw. von Hessenbergmatrizen zu berechnen.

Dariiber hinaus werden einige Iterationsverfahren zur Losung des Ei-
genwertproblems angegeben. Prototyp dieser Verfahren ist die einfache
Vektoriteration, bei der ein bestimmter Eigenwert und ein zugehdriger Ei-
genvektor einer Matrix iterativ berechnet wird. Eine Verfeinerung dieser
Methode ist das Verfahren der inversen Iteration von Wielandt, mit des-
sen Hilfe man alle Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen kann, sofern
geniigend gute Naherungswerte fiir die Eigenwerte bekannt sind. SchlieSlich
gehodren zu diesen iterativen Methoden auch das LR- und das QR-Verfahren
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zur Berechnung aller Eigenwerte. Die beiden letzten Verfahren, insbeson-
dere das QR-Verfahren, sind die besten bekannten Methoden zur Losung
des Eigenwertproblems.

6.6.1 Berechnung der Eigenwerte einer Hermiteschen
Tridiagonalmatrix

Um die Eigenwerte einer Hermiteschen Tridiagonalmatrix

5 7 0
(6.6.1.1) j=|r 2 R A
0 Yn  On

zu bestimmen, gibt es neben dem wichtigsten Verfahren, dem QR-Verfahren,
das in Abschnitt 6.6.6 beschrieben wird, zwei naheliegende Methoden, die
nun besprochen werden sollen. Sei 0.B.d.A. J eine unzerlegbare (irredu-
zible) Tridiagonalmatrix, d.h. ¥ # 0 flr alle i. Andernfalls zerfillt J in

unzerlegbare Tridiagonalmatrizen J©, i =1, ..., K,
Jm 0
Jo
J = . . 9
0 J®
die Eigenwerte von J sind dann die Eigenwerte der J, i =1, ..., k. Es

geniigt also, unzerlegbare Matrizen J zu betrachten. Das charakteristische
Polynom ¢(u) von J kann leicht rekursiv berechnet werden: Mit

5t » 0
Pi (M) = det(Ji — ,LLl )’ ‘]i = Y2 ‘52 ’
0 »ooGi

findet man nidmlich durch Entwicklung von det(J — wl) nach der letzten
Spalte die Rekursionsformel

Po(u) =1,
S
(6.6.1.2) p1(p) =8 — i _
pi() = @i — ) Pi-1(w) — W7 Pi—2(w), 1=2,3,....n,

o(u) = pn(p).
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Da 8 und |y;|? reell sind, bilden die Polynome pj (1) eine Sturmsche Kette
[s. Satz (5.6.5)], falls | |> #£ 0 firi =2, ..., n.

Deshalb kann man mit dem in Abschnitt 5.6 beschriebenen Bisektions-
verfahren die Eigenwerte von J bestimmen. Dieses Verfahren ist insbe-
sondere dann zu empfehlen, wenn man nicht alle, sondern nur bestimmte
Eigenwerte von J berechnen will. Dariiber hinaus ist es wegen seiner Gutar-
tigkeit zu empfehlen, wenn einige Eigenwerte von J sehr dicht beieinander
liegen [s. Barth, Martin und Wilkinson (1971) fiir ein ALGOL-Programm].

Da J nur reelle einfache Eigenwerte besitzt, kann man auch mit dem
Newton-Verfahren, etwa in der Variante von Maehly [s. (5.5.13)], die Eigen-
werte von J bestimmen, jedenfalls dann, wenn die Eigenwerte nicht zu eng
benachbart sind. Die fiir das Newton-Verfahren benétigten Werte pn(11)),
p,(»1)) des charakteristischen Polynoms und seiner Ableitung kénnen re-
kursiv berechnet werden: p,(A())) mittels (6.6.1.2) und p,(») mittels der
folgenden Formeln, die man durch Differentiation von (6.6.1.2) erhélt:

Py () =0,
Pl () = —1,
Pl() = —Pio1 (W) + G — w)p{_ (1) — In PP (), i=2,....n

Einen Startwert A(Y > max; A; fiir das Newtonverfahren erhilt man aus dem
(6.6.1.3) Satz: Fiir die Eigenwerte \j der Matrix J (6.6.1.1) gilt
3] = max fiyil + 161+ inlh =0 =0,

<i=zn
Fiir die Maximumnorm ||X||oc = max |X;| ist ndmlich
luby, (J) = lrilz{l)fllJrISilerll},
und aus JX = A;X, X # 0 folgt sofort
21 1Xlloo = 1IXloe = Tubog (I) - [1Xloos [Xlloo # O,
und daher [Aj| < lubs,(J).

6.6.2 Berechnung der Eigenwerte einer Hessenbergmatrix.
Die Methode von Hyman

Neben dem in der Praxis am meisten verwandten QR-Verfahren (s. 6.6.4)
kann man im Prinzip alle Methoden von Kapitel 5 verwenden, um die Null-
stellen des charakteristischen Polynoms p(u) = det(B — ) einer Hessen-
bergmatrix B = (bjk) zu bestimmen. Dazu mufl man, etwa filir die Anwen-
dung des Newton-Verfahrens, die Werte p(u) und p’(u) fiir gegebenes u
ausrechnen. Hyman hat dazu folgende Methode vorgeschlagen:
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Wir setzen voraus, da B unzerlegbar (irreduzibel) ist, d. h., daB

bii_y #0 firi =2, ..., n gilt. Dann kann man fiir festes p Zahlen «, X;,
..+, Xn—1, 80 bestimmen, daBl X = (Xi, ..., Xn—1, Xn), Xn := 1, Losung des
Gleichungssystems

(B—ulh)Xx =ae
ist, oder ausgeschrieben

(bi1 — w)Xi + biaXo + -+ - + binXn = @,

Bai X + (B2 — )X + -+ + bonXn = 0,
(6.6.2.1)

Bn.n—1Xn=1 + (Bnn — )Xn = 0.

Ausgehend von X, = 1 kann man ndmlich aus der letzten Gleichung X,_;
bestimmen, aus der vorletzten X,_p, ..., aus der 2. Gleichung X; und aus
der 1. Gleichung schlieBlich «. Natiirlich hidngen die Zahlen X; und o von
w ab. FaBit man (6.6.2.1) als Gleichung fiir X bei gegebenem « auf, so folgt
aus der Cramerschen Regel

a(=D"bybsy .. by

I =Xn =
det(B — ul)
oder
(=)'
(6.6.2.2) oa=a(p) = — det(B — ul).
b21b32 <+ Mnn-1

Bis auf eine multiplikative Konstante ist also « = «(u) mit dem charak-
teristischen Polynom von B identisch. Durch Differentiation nach w erhilt
man aus (6.6.2.1) wegen X, = 1, X/, = 0 fiir X/ := x/(u) die Formeln

(b — wx; = x1 + bpXy + -+ by noiX,_ =,
b x; + (b — )X — X + -+ byny1x,_; =0,

bn,n—lxrq,l —Xn =0,

die man zusammen mit (6.6.2.1) ausgehend von der letzten Gleichung re-
kursiv nach den X, X/, @ und schlieBlich «’ auflosen kann. Man kann so
a = a(u) und o' (p) fiir jedes p ausrechnen, und so das Newton-Verfahren
anwenden, um die Nullstellen von « (1), d.h. wegen (6.6.2.2) die Eigenwerte
von B zu berechnen.
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6.6.3 Die einfache Vektoriteration und die inverse Iteration
von Wielandt

Vorlduferaller iterativen Methoden zur Eigenwert- und Eigenvektorbestim-
mung fiir eine Matrix A ist die einfache Vektoriteration: Ausgehend von
einem beliebigen Startvektor t; € C" bildet man die Folge von Vektoren
{ti} mit

i = At_y, i=1,2,....

Es ist dann .
t = A'ty.

Um die Konvergenz dieser Folge zu untersuchen, nehmen wir zunichst an,
daB A eine diagonalisierbare n x N-Matrix mit den Eigenwerten A; ist,

A1l = [A2] = -+ = [Anl.

Wir nehmen zusétzlich an, da3 es keinen von A; verschiedenen Eigenwert
Aj gibt mit |Aj| = |A], d.h. es gibt eine Zahl r > 0 mit
M=A=-=k
(6.6.3.1)
Al == 1A > [Arp1] = -+ = [An].

Als diagonalisierbare Matrix besitzt A n linear unabhéngige Eigenvektoren
Xi, AX; = AiX;, die eine Basis des C" bilden. ty 148t sich daher in der Form

(6.6.3.2) to = p1X1 + -+ pnXn
schreiben. Es folgt fiir t; die Darstellung
(6.6.3.3) i = Alto= p1A X + - + Pkl Xn.
Nehmen wir nun weiter an, dal fiir t, gilt
PIXL+ 4 pX £ 0
— dies prézisiert die Forderung, daB t, ,,geniigend allgemein® gewéhlt sei —

so folgt aus (6.6.3.3) und (6.6.3.1)

1 hoat) )
(6.6.3.4) _iti =piXit+ o X o | —— ) X+ on| ) Xn
A A Al

und daher wegen |Aj/A| <1 fir j >r +1

1
(6.6.3.5) 11m —t=p X1+ -+ o X.

i—o0 )“Il
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Normiert man die t; =: (rl('), ...,7")" auf irgend eine Weise, setzt man
etwa ¢
S| ) _ (i)
2= g =max|el],
T s

i
so folgt aus (6.6.3.5)
(i+1)
(6.6.3.6) lim 42— = Ay, 1lim z = a(o1Xi + -+ pr X)),
I—00

isoo 70
1

wobei « # 0 eine Normierungskonstante ist. Unter den angegenbenen Vor-
aussetzungen liefert das Verfahren also sowohl den betragsgrofiten Eigen-
wert A; von A als auch einen zu A; gehorigen Eigenvektor, ndmlich den
Vektor z = a(p1X; + - -+ + pr X ), und wir sagen ,,die Vektoriteration kon-
vergiert gegen A; und einen zugehdrigen Eigenvektor®.

Man beachte, daB3 fiir r = 1 (1 ist einfacher Eigenwert), der Grenz-
vektor z unabhéngig von der Wahl von tj ist (sofern nur p; # 0 ist). Ist A;
ein mehrfacher dominanter Eigenwert, r > 1, so hdngt der gefundene Eigen-
vektor Z von den Verhiltnissen p; : p> : ... : pr, und damit vom Startvektor
tp ab. Dariiber hinaus sieht man aus (6.6.3.4), daf lineare Konvergenz mit
dem Konvergenzfaktor [A;y/A;| vorliegt: Das Verfahren konvergiert umso
besser, je kleiner |A;y1/A1] ist. Gleichzeitig zeigt der Konvergenzbewesis,
daf} allgemein das Verfahren nicht gegen A; und einen zu A; gehdrigen
Eigenvektor, sondern gegen Ax und einen Eigenvektor zu Ax konvergiert,
sofern in der Zerlegung (6.6.3.2) von t, gilt

pr=""=p1 =0, Pk #0

(und es keinen von Ay verschiedenen Eigenwert gleichen Betrages wie Ay
gibt). Diese Aussage hat jedoch i.a. nur theoretische Bedeutung, denn selbst
wenn anfangs fiir ty exakt p; = 0 gilt, wird infolge des Einflusses von
Rundungsfehlern fiir das berechnete f; = gl(Aty) i.a. gelten

t) = el X; + P2AaXy + -+ - 4 PnhnXn

mit einem kleinen ¢ # 0, pj =~ pj, i = 2, ..., n, so daB das Verfahren
schlieBlich doch gegen X, konvergiert.

Sei nun A eine nicht diagonalisierbare Matrix mit eindeutig bestimm-
ten betragsgroBtem Eigenwert A; (d.h. aus |x;| = |A;| folgt A; = A;). Er-
setzt man (6.6.3.2) durch eine Darstellung von tj als Linearkombination von
Eigen- und Hauptvektoren von A, so kann man auf dieselbe Weise zeigen,
daB3 fiir ,,geniigend allgemeines t, die Vektoriteration gegen A; und einen
zugehorigen Eigenvektor konvergiert.
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Fiir die praktische Rechnung ist die einfache Vektoriteration nur bedingt
brauchbar, weil sie schlecht konvergiert, wenn die Betrdge der Eigenwerte
nicht geniligend gut getrennt sind, und weil sie dariiber hinaus nur einen Ei-
genwert und einen zugehorigen Eigenvektor liefert. Diese Nachteile werden
bei der inversen Iteration (auch gebrochene Iteration) von Wielandt vermie-
den. Hier wird vorausgesetzt, dal man bereits einen guten Ndherungswert
A fiir einen der Eigenwerte Ay, ..., An, etwa Aj, von A kennt: m. a. W. es
soll gelten

(6.6.3.7) [Aj — Al < |A — A fiir alle Ag # 2.

Man bildet dann ausgehend von einem ,,geniigend allgemeinen® Startvektor
ty € C" die Vektoren tj, i =1, 2, ..., gemil

(6.6.3.8) (A=ADt =t_,.

Falls A # Ak, k=1, ..., n, existiert (A—A1)~! und (6.6.3.8) ist dquivalent
mit
= (A=)t

d. h. mit der gewdhnlichen Vektoriteration mit der Matrix (A — A1)~ die
die Eigenwerte 1/(Ax — A), K =1, 2, ..., n, besitzt. Wegen (6.6.3.7) gilt

fiir Ak # Aj.

>>‘xk—x‘

Aj — A

Setzen wir A wieder als diagonalisierbar voraus mit den Eigenvektoren X;,
so folgt aus ty = piX; + - - - + pnXn (wenn A; einfacher Eigenwert ist)

n

= (A2t =Y — X x,
o1 (e —2)!
6.6.3.9 - AN
( ) O =Mt = piX; +Z</\L—A) X,

k]
lim (A — )»)iti = 0jXj.
I—00

Die Konvergenz wird umso besser sein, je kleiner |Aj — A|/|Ax — A] fiir
Ak 7 Aj ist, d.h. je besser der Ndherungswert X ist.

Die Beziehungen (6.6.3.9) konnten den Eindruck erwecken, daf3 ein
Startvektor ty umso besser fiir die inverse Iteration geeignet ist, je genauer
er mit dem Eigenvektor X; libereinstimmt, zu dessen Eigenwert A; ein guter
Néherungswert A gegeben ist. AuBBerdem scheinen sie nahezulegen, daf3 bei
der Wahl ty & x; die ,,Genauigkeit” der t; mit wachsendem i gleichmaBig
zunimmt. Dieser Eindruck ist triigerisch und im allgemeinen nur fiir die
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gut konditionierten Eigenwerte A; einer Matrix A richtig (s. Abschnitt 6.9),
d.h. die Eigenwerte 1, die sich bei einer kleinen Stérung der Matrix A nur
wenig dndern:

lub(AA)
lub(A)

Nach Abschnitt 6.9 sind alle Eigenwerte von symmetrischen Matrizen
A gut konditioniert. Eine schlechte Kondition fiir Aj ist dann zu erwarten,
wenn Aj mehrfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A ist und
zu A nichtlineare Elementarteiler gehdren, oder, was in der Praxis haufig
vorkommt, wenn A zu einem kleinen Haufen (,.cluster) nur wenig von-
einander verschiedener Eigenwerte gehort, deren Eigenvektoren fast linear
abhéngig sind.

Bevor wir die fiir schlecht konditioniertes A; moglichen Komplikationen
fiir die inverse Iteration an einem Beispiel studieren, wollen wir prézisieren,
was wir unter einem (im Rahmen der benutzten Maschinengenauigkeit eps)
numerisch akzeptablen Eigenwert A und einem zugehorigen Eigenvektor
X, # 0 einer Matrix A verstehen:

Aj(A4+AA) —Aj(A) = O(eps), falls = O(eps).

Die Zahl A heifit numerisch akzeptabler Eigenwert von A, falls es eine
kleine Matrix A A mit

lub(AA)/Iub(A) = O(eps)
gibt, so daB3 A exakter Eigenwert von A+ AA ist.

Solche numerisch akzeptable Eigenwerte A werden durch jedes nume-
risch stabile Verfahren zur Eigenwertbestimmung geliefert.

Der Vektor X, # 0 heillt numerisch akzeptabler Eigenvektor zu einem
gegebenen Néaherungswert A fiir einen Eigenwert der Matrix A, falls es eine
kleine Matrix A; A gibt mit

lub(Al A)

Beispiel 1: Fiir die Matrix
11
A=l 1]
ist die Zahl A := 1 + ,/eps numerisch akzeptabler Eigenwert, denn A ist exakter

Eigenwert von

A+ AA mit AA:=|:0 0].
eps 0

Obwohl
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o= [}

exakter Eigenvektor von A ist, ist jedoch im Sinne der obigen Definition X; kein
numerisch akzeptabler Eigenvektor zur Ndherung A = 1 + ,/eps, denn jede Matrix

=[5 5]

mit
(A+ATA=ADX, =0

AA= [V(‘)’ps /:] B, 5 beliebig.

Fiir alle diese Matrizen gilt lubso (A1 A) >/ eps > Of(eps - lub(A)).

hat die Gestalt

Folgende paradoxe Situation ist also moglich: Sei Ao exakter Eigenwert
einer Matrix, Xy zugehoriger exakter Eigenvektor und A eine numerisch
akzeptable Naherung von Ay. Dann muf} X, nicht unbedingt numerisch ak-
zeptabler Eigenvektor zur Ndherung A fiir Ao sein.

Hat man einen solchen numerisch akzeptablen Eigenwert A von A, so
versucht man mittels der inversen Iteration lediglich einen zugehdrigen nu-
merisch akzeptablen Eigenvektor X, zu finden. Ein Vektor tj, j > 1, den
man zu einem Startvektor t, mittels inverser Iteration gefunden hat, kann
als ein solches X; akzeptiert werden, falls

-1l
I 1
Denn dann gilt wegen (A — At =1,
(A+AA—-AD =0

(6.6.3.11)

= O(eps) - lub(A).

mit
t_ tH
AA:=— ) Hl !
il
luby (AA) = T O(eps luby (A)).
jli2

Es ist nun tiberraschend, daB3 es bei schlecht konditionierten Eigenwerten
Iterierte tj geben kann, die numerisch akzeptabel sind, wihrend ihr Nach-
folger tj,; nicht mehr akzeptabel ist:

Beispiel 2: Die Matrix

_[n 1 - -
A=[T ] n=0@ps.  Ibw(A) =1+1n.
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besitzt die Eigenwerte A1 = n+.,/7, A2 = n—./n mit den zugehdrigen Eigenvektoren

) (]
X| = , X) = .
! [ﬁ 2 =1
A ist wegen der Kleinheit von n sehr schlecht konditioniert, A1, A bilden einen

Haufen von Eigenwerten, deren zugehérige Eigenvektoren X;, X fast linear abhéngig
sind [z. B. besitzt die leicht abgednderte Matrix

lubso (AA) 2]
lubeo(A) 1+ 1]

den Eigenwert A(A) = 0 mit min|A(A) — Ai| > /1] — |7l > O(eps)]. Die Zahl
A = 0 ist numerisch akzeptabler Eigenwert von A zum Eigenvektor

o= (3]

(A+2A=0-1x =0 fir AA=["" o]

A;:[O 1]:A+AA,

0 0 = Of(eps),

Es ist ndmlich

]
1+ In]

Nimmt man diesen numerisch akzeptablen Eigenvektor X, als Startvektor to fiir die
inverse Iteration und A = 0 als ndherungsweisen Eigenwert von A, so erhélt man
nach dem ersten Schritt ! .

= —— [ ] .

Der Vektor t; ist aber nicht mehr wie tp numerisch akzeptabler Eigenvektor zu
A = 0, denn jede Matrix A A mit

(A+2A—-0-Dt; =0

luboo (AA)/ lubso (A) =

~ O(eps).

hat die Gestalt
AA:[a ’3] mit a=14+8-n, y=>_4.
y 6
Fiir alle diese Matrizen A A ist lubso (AA) > 1 —|n|, es gibt unter ihnen keine kleine

Matrix mit lubso (AA) = O(eps).
Dagegen liefert jeder Startvektor ty der Form

v=[1)

mit nicht zu grolem |7| als t; einen numerisch akzeptablen Eigenvektor zu A = 0.

Z. B. ist fur
1
=]

der Vektor

numerisch akzeptabel, wie eben gezeigt wurde.
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Ahnliche Verhiltnisse wie in diesem Beispiel liegen im allgemeinen vor,
wenn zu dem betrachteten Eigenwert nichtlineare Elementarteiler gehoren.
Sei etwa A; ein Eigenwert von A, zu dem es Elementarteiler von hochstens k-
tem Grade [K = 7j, s. (6.2.11)] gibt. Durch ein numerisch stabiles Verfahren
kann man dann im allgemeinen [s. (6.9.11)] nur einen Naherungswert A mit
dem Fehler |A — Aj| = O(eps'/*) erhalten [wir setzen hier der Einfachheit
halber lub(A) = 1 voraus].

Sei nun Xy, Xi, ..., Xk—1 eine Kette von Hauptvektoren (s. Abschnitte
6.2, 6.3) zum Eigenwert Aj,

(A=xiDx =x-1 fur i=k-1,...,0, X2y :=0).
Fir A # 2, i =1, ..., n, folgt dann sofort
(A=ADT A=A+ =l ]x = (A=) %y,

1
A—ih)7Ix = Xi A—aD)7 %,
( ) | )\4]'_)\,|+)\,_)\-j( ) i—1
i=k-1,...,0,
und daraus durch Induktion
1
A=) Ix = Xk — Xeeg + oo ———Xo.
( )7 Xkt )\j_)\kl (M_k)zkz+ ()*j_)*)ko

Fiir den Startvektor t, := Xx_; folgt somit fiir das zugehdrige t;
[ti]| ® O((xj = »)7*) = O(1/ eps)

und daher ||ty]|/|It;]] = O(eps), so daB t; als Eigenvektor von A akzeptabel
ist. Hétte man dagegen als Startvektor ty := X, den exakten Eigenvektor
von A genommen, so wire

und damit .

” 0” _ O(epsl/k).

It ll
Wegen eps!/K > eps ist t; nicht numerisch akzeptabler Eigenvektor fiir den
vorgelegten Naherungswert A (vgl. Beispiel 1).

Aus diesem Grunde fiihrt man in der Praxis die inverse Iteration nur
noch in sehr rudimentdrer Form durch: Nachdem man (numerisch akzepta-
ble) Naherungswerte A fiir die exakten Eigenwerte von A mittels eines nume-
risch stabilen Verfahrens berechnet hat, bestimmt man probeweise fiir einige
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verschiedene Startvektoren ty die zugehdorigen t; und akzeptiert denjenigen
Vektor t; als Eigenvektor, fiir den ||ty]|/||t; || am besten die GroBenordnung
O(eps lub(A)) besitzt.

Da man fiir den Schritt ty — t; ein lineares Gleichungssystem (6.6.3.8)
zu l6sen hat, wendet man in der Praxis die inverse Iteration nur fiir
Tridiagonal- oder Hessenbergmatrizen A an. Um das Gleichungssystem
(6.6.3.8) numerisch stabil zu 16sen (A — Al ist fast singuldr!), muB man
die GauB3-Elimination unbedingt mit Spaltenpivotsuche durchfiihren (s. Ab-
schnitt 4.1), d.h. man bestimmt eine Permutationsmatrix P, eine untere Drei-

ecksmatrix L mit ljj = 1, |ljx| < 1 fiir K < i, und eine obere Dreiecksmatrix
R, so dass
1 0 X ... X
P(A—Xl)=LR, L= : -, , R= .o
X ... 1 0 X

Dann erhélt man die Losung t; von (6.6.3.8) aus den beiden gestaffelten
Gleichungssystemen

Lz = Pt,

6.6.3.12
( ) Rt; =z

Fiir Tridiagonal- und Hessenbergmatrizen A ist L sehr diinn besetzt: In jeder
Spalte von L sind hochstens 2 Elemente von 0 verschieden. Fiir Hessenberg-
matrizen A ist R eine obere Dreiecksmatrix und fiir Tridiagonalmatrizen A
eine Matrix der Form

* k% 0
R .. ’
.. %
*
0 *

so dafB} in jedem Fall die Aufldsung von (6.6.3.12) nur wenige Operationen
erfordert. Uberdies ist wegen (6.6.3.12) ||z|| & ||ty||. Man kann sich daher die
Arbeit noch weiter vereinfachen, indem man ausgehend von einem Vektor
Z nur noch t; aus Rt; = z bestimmt und versucht, z durch Probieren so zu
wihlen, dal3 ||z||/||t; || moglichst klein wird.

Ein ALGOL-Programm fiir die Berechnung der Eigenvektoren einer
symmetrischen Tridiagonalmatrix durch inverse Iteration findet sich bei
Peters, Wilkinson (1971a), FORTRAN-Programme in Smith et al. (1976).
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6.6.4 Das LR- und das QR-Verfahren

Das LR-Verfahren von Rutishauser (1958) und das QR-Verfahren von
Francis (1961/62) und Kublanovskaja (1961) sind ebenfalls Iterationsverfah-
ren zur Bestimmung der Eigenwerte einer n x n-Matrix A. Es soll zundchst
das historische frithere LR-Verfahren erklart werden. Hier bildet man ausge-
hend von A; := A eine Folge von Matrizen A; nach folgender Vorschrift:
Man stellt mit Hilfe des GauB3schen Eliminationsverfahrens (s. Abschnitt
4.1) die Matrix A; als Produkt einer unteren Dreiecksmatrix L; = (Iji) mit
ljj = 1 und einer oberen Dreiecksmatrix R, dar:

1 0 SRR
6.64.1) A = LR, Li=|: --. , R=
* 1 0 *
Anschlieend bildet man
Aj+1 = R|L| = Li+1Ri+1, | =1,2,....

Aus Abschnitt 4.1 wissen wir, dal} fiir eine beliebige Matrix A; eine solche
Zerlegung Aj = L R nicht immer mdglich ist, was die Voraussetzung des
folgenden Satzes erklart:

(6.6.4.2) Satz: Sofern alle Zerlegungen A = Li Ry existieren, gilt
(a) Ay ist dhnlich zu A:

A =L7'AL;, i=1,2,...
() A= (LiLka- L)AL Ly L) i =1, 2, ...
(c) Die untere Dreiecksmatrix T; := L ---L; und die obere Dreiecksma-

trix Ui :== R --- Ry liefern die LR-Zerlegung von N,

A=A=TU, i=12....

Beweis: (a) Wegen A; = L; R hat man
Li_lAiLi = RLi=: A
(b) folgt sofort aus (a). Um (c) zu zeigen, gehen wir aus von
Ly---LiAs = AL - L, i=12,...,

einer Folge von (b). Es ist also fiuri =1, 2, ...
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TUi=L--Lii(LIR)R-1--- Ry
=L ---LiitAR-1---Ry
=AL LR R
= AT U1

Damit ist der Satz bewiesen. O

Man kann zeigen, dafl die Matrizen A; unter bestimmten Bedingungen
gegen eine obere Dreiecksmatrix Ay, konvergieren, deren Diagonalelemente
(Ax)jj = Aj gerade die Eigenwerte von A sind, dafl man also mit dem LR-
Verfahren die Eigenwerte von A iterativ bestimmen kann. Wir wollen die
Konvergenz jedoch nur fiir das eng mit dem LR-Verfahren verwandte OR-
Verfahren untersuchen, weil das LR-Verfahren einige Nachteile besitzt: Es
bricht zusammen, wenn eine der Matrizen A; keine Dreieckszerlegung be-
sitzt, und, selbst wenn die Zerlegung A; = L; R; existiert, kann das Problem
Li und Ry aus A; zu berechnen schlecht konditioniert sein.

Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden (und um das Verfahren numerisch
stabil zu halten, s. Abschnitt 4.5), konnte man daran denken, das Verfahren durch
Einfiihrung einer Dreieckszerlegung mit Pivotsuche zu modifizieren:

PA = LR, P Permutationsmatrix, F’i_1 = PiT,
Air1:=RPTLi =L (RARDL.

Es gibt jedoch Beispiele, bei denen der so modifizierte ProzeB nicht mehr konver-
giert:

a=l, 5] m=3 m=-2

Pl:[(l) (1)] PIAIZ[% (3)]:[1}2 (1)][3 (3)]=L1R1,
memer=[ 3]

e ) T H E PV I B
emetiel

Das LR-Verfahren ohne Pivotsuche konvergiert hier nach wie vor.

Diese Schwierigkeiten des LR-Verfahrens werden weitgehend im QOR-
Algorithmus von Francis (1961/62) vermieden, der eine Weiterentwicklung
des LR-Verfahrens ist. Formal erhdlt man dieses Verfahren, wenn man (in
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6.6.4.1) die LR-Zerlegungen durch QOR-Zerlegungen (s. 4.7) ersetzt. Im OR-
Verfahren werden so ausgehend von der n x n-Matrix A; := A Matrizen
Qi, R, A nach folgender Vorschrift gebildet:

A = QR, Q' =1, R o],

(6.6.4.3)

AL :=RQ.
Die Matrizen A; werden also in das Produkt einer unitdren Matrix Q; und ei-
ner oberen Dreiecksmatrix R; zerlegt. Man beachte, daf3 eine OR-Zerlegung
fur A stets existiert und etwa mit den Methoden von Abschnitt 4.7 nume-
risch stabil berechnet werden kann: Man kann n — 1 Householdermatrizen
Hj('), j =1, ..., n—1, bestimmen, so daB}

HO o HYA =R

obere Dreiecksgestalt besitzt. Dann ist wegen (Hj(i))H = ( Hj(i))_1 = Hj(i)

Q :=H".-H",
und A ergibt sich zu
A =RH"...HY,.
Man beachte ferner, dafl die QR-Zerlegung einer Matrix nicht eindeutig ist:
Ist Seine beliebige unitire Diagonalmatix, d. h. eine Phasenmatrix der Form
S=diag(e?, &?, ... &),

so sind Q;S unitir und S"R, eine obere Dreiecksmatrix und es gilt
(QiS(S"R) = Q;R.. Analog zu Satz (6.6.4.2) gilt nun

(6.6.4.4) Satz: Die Matrizen A, Qi, R (6.6.4.3) sowie
Pi=QQ2--Qi, Ui:=RR_i---Ry,

haben folgende Eigenschaften:

(a) At ist unitdr dhnlich zu A, Ay = QiH A Q.

(b) Aipr =(Qi--- Q)" AI(Qi---Q) = PHAR.

(c) Al = PU;.
Der Beweis wird wie bei Satz (6.6.4.2) gefiihrt und wird dem Leser
iiberlassen. O

Um die Konvergenzeigenschaften des QR-Verfahrens (s. (6.6.4.12))
plausibel zu machen, wollen wir zeigen, dal sich dieses Verfahren als eine
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natiirliche Verallgemeinerung der Vektoriteration und der inversen Iteration
(s. 6.6.3) auffassen 1aBt: Aus (6.6.4.4) erhdlt man niamlich wie im Beweis
von (6.6.4.2) die Beziehung (P, := 1)

(6.6.4.5) PR = AP_,, i > 1.
Partitioniert man die Matrizen P, und R; in der folgenden Weise
(r)
5(1) R *
P,:(pif,pi'), Ra=|:0 ﬁi(r)]’

wobei Pi(r) eine N x r-Matrix und Ri(r) eine r x r-Matrix ist, so folgt aus

(6.6.4.5)
(6.6.4.6) APD =PUR”  fir i>1, l<r<n

Fiir die linearen Teilrdume Pfi(r) = R(Pi(r)) = {Pi(r)z | z € (Cr}, die von
den (orthonormalen) Spalten von Pi(r) aufgespannt werden, gilt daher

V> A" =R(PVRY)  firi>1,1<r <n,

wobei Gleichheit herrscht, falls A und damit auch alle R, R" nichtsingulir
sind. Es liegt hier also eine [teration von Unterrdumen vor.

Als Spezialfall r = 1 von (6.6.4.6) erhdlt man die normale Vektorite-
ration (s. 6.6.3) mit dem Startvektor py := € = Pom. Fiir die Vektoren

p := P gilt nimlich wegen R" =r ) und (6.6.4.6) die Rekursion
(6.6.4.7) i =Ap_,  pl=1 Q=1

Die Konvergenz der p; kann man wie in Abschnitt 6.6.3 untersuchen. Wir
nehmen dazu der Einfachheit halber an, dal A diagonalisierbar ist, fiir die
Eigenwerte A
A1l > [A2] = -+ |Anl

gilt und daB X = (X1, ..., %) = Xik), Y := X' = (Y1, ..., ¥n)T = (¥iw)
Matrizen mit

A 0
(6.6.4.8a) A= XDY, D= i

0 An
sind: X; ist Rechtseigenvektor, yiT Linkseigenvektor zu A;,

1 firi =Kk,

(6.6.4.8b) Ax = aiXi, YWA=MY, yix= {0 sonst.

Falls in der Zerlegung von €
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& =piXi+ - pnXn, P =Y € = Vil
p1 = Y1 # 0 gilt, konvergiert die Vektoriteration ty := Akey:

1
(6.6.4.9) kll)l’glo )\_lftk = p1X1.

Andererseits gilt wegen (6.6.4.7)

i e i
Ae =r{ri - rip.

Wegen || pi|| = 1 gibt es Phasenfaktoren oy = €%, |oy| = 1, mit

limO'i Pi 2)?1, lll’nr(l)E = A, mit )’Zl = X]/”X] ||
1 O'i
Die rl(il), pi konvergieren also ,,im wesentlichen” (d. h. bis auf einen Pha-
senfaktor) gegen A; bzw. X;. Nach Abschnitt 6.6.3 wird die Konvergenzge-
schwindigkeit durch den Faktor |A,/A;| < 1 bestimmt,

)

Mit Hilfe von (6.6.4.10) {iberlegt man sich leicht, daB3 aus A1 = PiH AP,
(Satz (6.6.4.4), (a)) und der wesentlichen Konvergenz der ersten Spalte von
P, gegen einen Eigenvektor X; von A zum Eigenwert A auch die Konver-
genz der ersten Spalte Aje; von A; gegen den Vektor ;€ = (1,0....,0)7
folgt, wobei der Fehler ||Aje; — A€ = O((|A2]/|A1)") umso schneller ge-
gen 0 konvergiert, je kleiner |[Ap/X;| ist. Zum Nachweis der Konvergenz
haben wir die Bedingung p; = y;; # 0 verwandt. Fiir das folgende notieren
wir, daf diese Bedingung insbesondere dann erfiillt ist, wenn die Matrix Y
eine Dreieckszerlegung Y = Ly Ry mit einer unteren Dreiecksmatrix Ly
mit (Ly)jj = 1 und einer oberen Dreiecksmatrix Ry besitzt.

Es wird sich spiter als besonders wichtig herausstellen, dal das QR-
Verfahren fiir nichtsinguldres A auch mit der inversen Vektoriteration
(s. 6.6.3) verwandt ist. Aus (6.6.4.5) folgt nimlich wegen PiH P = | sofort
PH A = R™'PH oder

A2

(6.6.4.10) loip — %] = o( =
1

A~ |1—PR|7

Bezeichnet man jetzt mit FA’i(r) die nx (N—r +1)-Matrix, die aus den n—r +1
letzten Spalten von P, und mit FAQI(” die Dreiecksmatrix, die aus den letzten
N —r + 1 Zeilen und Spalten von R besteht, sowie mit /’(r) R(P(r))

den Teilraum, der von den Spalten von Pi( ) aufgespannt wird, so folgt wie
oben
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A~ |:>|(r)1 P(r)(Rl(r))

furi >1,1<r <n,
A— /)(r) /)(f)

also eine Vektorraumiteration mit der Matrix A~" = (A-HH.
Im Spezialfall r = n hat man wieder eine gewohnliche inverse Iteration
fiir die letzten Spalten f := P-(m der Matrizen P, vor sich

- P =P /0;(1|n)7 ,0,(1|n) = (R )nn, IBill. =1,

mit dem Startvektor fy = €,. Ihre Konvergenz man wie eben und wie
in 6.6.3 untersuchen. Wir nehmen dazu wieder an, da A diagonalisier-
bar ist und A~H genau einen betragsgroften Eigenwert besitzt, d. h. daB
Al = [A2] = -+ = |An=1] > |An| > O fiir die Eigenwerte A; von A
gilt (man beachte, daB die Matrix A~" die Eigenwerte Xj_l hat). Mit X;
bzw. ij bezeichnen wir wieder die Rechts- bzw. Linkseigenvektoren von
A zum Eigenwert 2; mit (6.6.4.8). Wenn nun der Startvektor Py = &,
geniigend allgemein ist, werden die Vektoren fj; ,,im wesentlichen“ gegen
einen norrmerten Eigenvektor u von A~H zum Eigenwert 1! konvergie-
ren, A~"u = 1, 'u, so daB wegen u" A = A,u" der Vektor UM normierter
Linkseigenvektor von A zum Eigenwert A, ist. Es folgt, dal die letzten
Zeilen eI A; der Matrizen A; gegen [0, ..., 0, A,] konvergieren. Dabei wird
die Konvergenzgeschwindigkeit jetzt durch den Quotienten |An/An_;| < 1
bestimmt,
)

da A~" die Eigenwerte )_Lj_' besitzt und nach Voraussetzung

An
An—1

(6.6.4.11) el A = [0,...,0, A]l = o(

-1 -1 -1
[ I ] == VA

gilt. Fiir die formale Konvergenzuntersuchung hat man wegen (6.6.4.8) und
A" = YHDHXH den Startvektor py =

en=pY1+: -+ on¥n

als Linearkombination der Spalten y; von YH also der Rechtseigenvektoren
y; von A" zu den Eigenwerten Xj_l zu schreiben, A‘Hyj = )_Lj_lyj. Die
Konvergenz ist sichergestellt, falls pn # 0.

Aus | = XHYH =[x, ..., %] [V1, ... ¥n] folgt pn = xen, so daB
pn # 0 ist, falls das Element Xp, = e; Xn = pn der Matrix X nicht
verschwindet. Letzteres ist der Fall, falls die Matrix Y = LyRy eine
LR-Zerlegung mit (Ly);j = 1 besitzt; denn wegen X = Y~! gilt dann
X = R;] L;l, so daB} X, = eIRQI L\_(len # 0, weil L;l eine untere und R;l
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eine obere Dreiecksmatrix ist. Diese Uberlegungen motivieren einen Teil
der Aussagen des folgenden Satzes, der die Konvergenz des OR-Verfahrens
beschreibt, falls alle Eigenwerte verschiedene Betriage haben.

(6.6.4.12) Satz: Die nxn-Matrix A =: A, erfiille folgende Voraussetzungen:
(1) Die Eigenwerte Aj von A seien betragsgemdf} verschieden

A1l > A2 > -+ > |Anl.
(2) Die Matrix Y mit A = XDY, X = Y-, D= diag(Ay, ..., Ap) =
Jordansche Normalform von A, besitze eine Dreieckszerlegung
1 0 X - X
Y=LyRy, Ly=/|: " ., Ry= R
X -1 0 X

Dann haben die Matrizen A;, Qi, R des QR-Verfahrens (6.6.4.3) folgende
Konvergenzeigenschaften: Es gibt Phasenmatrizen

S :diag(al(i),...,argi)), |O’k(i)| =1,

so daf3 gilt lim; S*ilQi S = | sowie

Al X -0 X
lim STRS_, = lim §" |AS_, = o
i—o0 i—o0 -X
0 A,n
Insbesondere gilt lim; _, « aj(ij) =i, =1 ...n fir A= (aj(ik)).

Beweis (nach Wilkinson (1965)): Wir fiihren den Beweis unter der
zusitzlichen Annahme A, # 0 also der Existenz von D~'. Wegen X~! =Y
folgt dann aus den Voraussetzungen des Satzes

A = XD'Y
(6.6.4.13) = QxRxD'LyRy

= QxRx(D'LyD™)D'Ry,

wenn QxRx = X die OR-Zerlegung der nichtsinguldren Matrix X in eine
unitdre Matrix Qx und eine (nichtsinguldre) obere Dreiecksmatrix Ry ist.

Nun ist D'LyD~ =: (I{})) eine untere Dreiecksmatrix mit
Y 1 fir j =k
) i . J )
= (,\_k> e Ly =i, = {o fiir j < k.

Wegen |1j| < |Ak| fiir j > k folgt lim; Ij(L) =0 fir j > k und daher
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D'LyD™ =1 + Ej, lim E = 0.

| —00

Dabei ist die Konvergenz umso schneller, je besser die Eigenwerte von A
betragsmafig getrennt sind.
Weiter erhdlt man aus (6.6.4.13)

A = QxRx(I + E))D'Ry
(6.6.4.14) = Qx(l + RxEiR;")RxD' Ry
= Qx(I + F)RxD'Ry
mit F := RxE; R;l, lim; F; = 0. Wir betrachten die positiv definite Matrix
0+F"1+FR)=1+H, H=F"+FR+F"F

mit lim; H; = 0, und nutzen aus, dall | + H; als positiv definite Matrix eine
eindeutig bestimmte Choleskyzerlegung (Satz (4.3.3))

| + H = R"R

besitzt, wobei R; eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelemen-
ten ist. Dabei hingt der Choleskyfaktor R; stetig von der Matrix | 4+ H; ab,
wie das Cholesky-Verfahren zeigt. Es folgt daher aus lim; H; = 0 sofort

limj R, = |. Ferner ist die Matrix
Q:=0+FR)R"!
unitir wegen
QA =R M1+ + R =R+ H)R™
=RT"RIROR =1
Die Matrix | 4+ F; besitzt daher die QR-Zerlegung | + F = QiR, und es
gilt lim; Q; = lim; (I + F)R™' =1, lim; R = |. Damit folgt aus (6.6.4.14)
A = (QxQ)(RRxD'Ry)

mit einer unitiren Matrix Qx Qi und einer oberen Dreiecksmatrix
R RxD'Ry.

Andererseits besitzt wegen Satz (6.6.4.4) (c) die Matrix A’ auch die
OR-Zerlegung

A=PU, P:=Q--Q, U:=R--R.

Da die QR-Zerlegung von Matrizen nur bis auf eine Umskalierung der Spal-
ten (Zeilen) von Q (bzw. von R) durch Phasenfaktoren o = € eindeutig
ist, gibt es Phasenmatrizen
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S =diag(01(i),...,0r§i)), |0’k(i)| =1,

P =0xQiS", U=SRRD'Ry, ix1,
und es folgt
lim RS =lim QxQ = Qx,
Q=P!'PR=5,Q" Q9"
lim§7, QS = 1,
R =UU~} = SRRxD'Ry - R;' D7 IR R Y,
= SRRxDRy'RT |57,
§'RS-1=RRDRY'RT}.  lim§'RS_; = RxDRy',
und schlieBlich wegen Ay = Qi R
lim§' A =1im§?, QiSRS = RxDRy".

Die Matrix RxD R;(l ist eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonale D,

A ok eee ok
R«DRy! = A2
B
O )\n
Damit ist Satz (6.6.4.12) bewiesen. O

Aus dem Beweis folgt, da3 unter den Voraussetzungen des Satzes die
(wesentliche) Konvergenz der Q;, R und A; linear und umso besser ist,
je kleiner die ,,Konvergenzfaktoren* |;/Ax|, j > K, sind, d.h. je besser
die Eigenwerte von A betragsmiflig getrennt sind. Die Voraussetzungen
lassen sich aber abschwichen. So zeigen bereits die Uberlegungen, die zu
den Abschétzungen (6.6.4.10) und (6.6.4.11) fiihrten, daBl die ersten Spalten
bzw. letzten Zeilen der A; auch unter schwicheren Voraussetzugen als der
betragsmiBigen Trennung aller Eigenwerte konvergieren. Diese Bedingung
ist insbesondere in dem praktischen wichtigen Fall verletzt, wenn A eine
reelle Matrix mit einem Paar A, Ay = A konjugiert komplexer Eigenwerte
ist. Nehmen wir etwa an, daf}

X1l > > Al = [Arg1] > - > Al
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gilt und die librigen Voraussetzungen von Satz (6.6.4.12) erfiillt sind, so
kann man fiir die Matrizen A; = ( J(k)) noch zeigen

(6.6.4.15) (a) lim; & Jk =0 fiir alle (j,K) # (r +1,r) mit j > k.
(b) lim; &} = A; fiir j #r, 7 +1.
(c) Obwohl die 2 x 2-Matrizen
i 0}
|: ar(l) a'r|r+1 ]
(M @)
&l At

i. a. fiiri — oo divergieren, konvergieren ihre Eigenwerte gegen A und
Argl.

Es liegt also Konvergenz der Matrizen A; an den mit A und 0 bezeich-
neten Stellen der folgenden Figur vor, wihrend die Eigenwerte der mit *
bezeichneten 2 x 2-Matrix gegen A, und X, konvergieren

AlX - XX XX e X
0 A

I—>00

0 Ary2
X
0 0 Xn

Ebenso kann man die Voraussetzung (2) von Satz (6.6.4.12) abschwa-
chen: Wenn z. B. A zwar diagonalisierbar ist, A = XDY, Y = X~ D=
diag(Aq, ..., An), aber die Matrix Y keine Dreieckszerlegung Y = Ly Ry
besitzt, so konvergiert das QR-Verfahren nach wie vor, nur erscheinen die
Eigenwerte von A in der Diagonale der Grenzmatrix nicht mehr notwendig
dem Betrag nach geordnet.

Fiir eine eingehende Untersuchung der Konvergenz des QR-Verfah-
rens sei auf folgende Literatur verwiesen: Parlett (1967), Parlett und Poole
(1973), Golub und Van Loan (1983).

6.6.5 Die praktische Durchfithrung des OR-Verfahrens

Das QR-Verfahren besitzt in seiner urspriinglichen Form (6.6.4.3) noch fol-
gende Nachteile, die es zundchst als wenig attraktiv erscheinen lassen.
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a) Das Verfahren ist sehr aufwendig. Pro Schritt A; — Aj;; bendtigt
man bei vollbesetzten n x n-Matrizen O(n®) Operationen.

b) Die Konvergenz ist sehr langsam, wenn einige Eigenwerte A, mit
[At] > -+ > |Anl, von A betragsmifig nur schlecht getrennt sind, |Aj/Ax| ~
1 fir j > k.

Beide Nachteile lassen sich jedoch beheben.

a) Um den Aufwand des Verfahrens zu vermindern, wendet man das
OR-Verfahren nur auf reduzierte Matrizen A an, nimlich Matrizen von
Hessenbergform oder bei Hermiteschen Matrizen A, auf Hermitesche Tri-
diagonalmatrizen (d. h. Hermitesche Hessenberg-Matrizen). Eine allgemeine
Matrix A hat man daher zunédchst mit den in 6.5 beschriebenen Methoden
auf eine dieser Formen zu reduzieren. Dies ist nicht sinnlos, weil diese spe-
ziellen Matrixformen gegeniiber der QR-Transformation invariant sind: Ist
A eine (ggf. Hermitesche) Hessenbergmatrix, so auch Aj;. Wegen Satz
(6.6.4.4) (a) ist ndmlich A, = QiHAiQi unitdr zu A; dhnlich, so daf
fiir eine Hermitesche Matrix A; auch Aj;; wieder Hermitesch ist. Fiir eine
n x n-Hessenberg-Matrix A; kann man A;,; auf die folgende Weise be-
rechnen. Man reduziert zundchst die Subdiagonalelemente von A; mittels
geeigneter Givensrotationen vom Typ 212, ..., £2n_1,n der Reihe nach zu 0
(s. 4.9)

n_in- - $2320A =R = T
0 *

A =QR, Q=i .o

n—1,n»

und berechnet A, aus
Ay =RQ =Refef e .

Wegen der Struktur der £2 ;4 sieht man sofort, daf} bei der Rechtsmulti-
plikation mit den .Qj'ﬂj 41 die obere Dreiecksmatrix R in eine Hessenberg-
Matrix A;;transformiert wird. Im iibrigen kann man A; ;| aus A ,,in einem
Zug" berechnen, wenn man die einzelnen Matrixmultiplikationen in der fol-
genden durch die Klammerung angedeuteten Reihenfolge ausfiihrt

Aip = <~Qn1,n e <-Qz3((-912Ai)-QS)>~Q;3I . ')QnHm

Man bestitigt leicht, dal man so fiir eine N x nN-Hessenbergmatrix A; die
Matrix A4 mittels O(n?) Operationen berechnen kann. Im Hermiteschen
Fall, A; eine Hermitesche Tridiagonalmatrix, bendtigt man fiir den QR-
Schritt Aj — Aj4; sogar nur O(n) Operationen.
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Wir nehmen deshalb fiir das folgende an, da3 A und damit alle A; (ggf.
Hermitesche) Hessenbergmatrizen sind. Wir kénnen weiter annehmen, daf3

die Hessenbergmatrizen A; unzerlegbar sind, d. h., daf ihre Subdiagonal-
(@)

elemente a1 j =2, ...,n, von Null verschieden sind: denn sonst hat
die Hessenbergmatrix A; die Form
A x
A=l al

wobei A, A/ Hessenbergmatrizen kleinerer Reihenzahl als n sind. Da die
Eigenwerte von A; gerade die Eigenwerte von Al und die von A sind,
geniigt es die Eigenwerte der kleineren Matrizen A{, A’ zu bestimmen. Das
Eigenwertproblem fiir A; ist damit auf kleinere Probleme der gleichen Art
reduziert.

Im Prinzip lduft das QR-Verfahren fiir Hessenbergmatrizen A dann so
ab, dafl man nacheinander die A; nach (6.6.4.3) berechnet und die Elemente
al)_,und @)’ , der letzten beiden Zeilen von A beobachtet, die i.a. (s.
(6.6.4.12), (6.6.4.15)) fir i — oo gegen 0 konvergieren. Sobald eines von
ihnen geniigend klein ist,

min{ &yl 130201} < eps(iaml + 80 o).
wobei eps etwa die relative Maschinengenauigkeit ist, kann man sofort nu-
merisch akzeptable Ndherungen fiir einige Eigenwerte von A; angeben.

Ist z. B. |a{},_, | klein, dann ist af}) eine solche Naherung, denn dieses

Element ist exakter Eigenwert der zerfallenden Hessenbergmatrix A, die
man aus A; erhilt, wenn man dort aT({)n_l durch O ersetzt: A; stimmt mit

A; im Rahmen der Rechengenauigkeit iiberein, || A —A| < eps | Aill. Man
setzt dann das QR-Verfahren mit der (n — 1)-reihigen Hessenbergmatrix Al
fort, die man durch Streichen der letzten Zeile und Spalte von A; bzw. A
erhilt. _

Ist dagegen Iar(]'l 1.n_2| klein, so sind die beiden leicht berechenbaren
Eigenwerte der 2 x 2-Matrix

@) (@)
|:an1,n1 anl,n:|
(@) i
a'n,n—l ar(1|n)

numerisch akzeptable Néherungen fiir zwei Eigenwerte von A;, denn diese
Néherungen sind ebenfalls exakte Eigenwerte einer zerfallenden Hessen-
bergmatirx Ai nahe bei Aj: Man erhilt A;, indem man jetzt in A; das
kleine Element a,ﬁ'll.n_z durch O ersetzt. Das QR-Verfahren wird nun mit
der (n — 2)-reihigen Hessenbergmatrix A fortgesetzt, die man durch Strei-
chen der beiden letzten Zeilen und Spalten aus A; erhalt.
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Nach (6.6.4.4) erzeugt das QR-Verfahren Matrizen, die untereinander
unitdr dhnlich sind. Fiir unitir dhnliche ,,fast unzerlegbare Hessenbergma-
trizen gilt der folgende interessante Satz, der spéter fiir die sog. impliziten
Shifttechniken wichtig sein wird:

(6.6.5.1) Satz: Seien Q = [q;,...,0n] und U = [uy, ..., U] zwei unitire
Matrizen mit den Spalten Q; bzw. Ui derart, daf3 die Matrizen H = (h; j) :=
Q" AQ und K := UM AU beide Hessenbergmatrizen sind, die vermoge Q
und U einer gemeinsamen Matrix A unitdr dhnlich sind. Sei ferner h;j_y #
0 fiiri <n-—1,u; = o0(qy, |oy| = 1. Dann gibt es eine Phasenmatrix
S=diag(oy,...,0on), lok| =1, so daf U = QS K = SHHS

Mit anderen Worten, wenn Q und U ,,im wesentlichen® die gleiche erste
Spalte haben und H fast irreduzibel ist, sind auch die beiden Hessenberg-
matrizen K und H ,,im wesentlichen®, d.h. bis auf Phasenfaktoren, gleich,
K = S"HS. Insbesondere ist dann auch K fast irreduzibel.

Beweis: Fiir die unitire Matrix V = [vy, ..., vn] := UH Q gilt wegen
H=VHKYV
KV =VH.
Ein Vergleich der (i — 1)-ten Spalten ergibt
i—1
hii—1vi =Kvi—1—2hj,i—1vj, 2<i<n
j=1
Dies erlaubt die rekursive Berechnung der vi, i <n—1ausv; =U qu =
o1U"u; = o€ (man beachte h;j_; # 0 fiir 2 <i < n— 1)) und man sieht

wegen v; = o€, sofort, dal V = (v, ..., vp) eine obere Dreiecksmatrix
ist. Wegen der Unitaritit von V, VVH = | muB VH = Seine Phasenmatrix
S sein, und der Satz ist wegen V =U"Q, K = VHV" bewiesen. O

b) Die langsame Konvergenz des OR-Verfahrens 146t sich entscheidend
durch sogenannte Shift-Techniken verbessern. Wir wissen aufgrund der en-
gen Beziehung des QR-Verfahrens zur inversen Iteration (s. (6.6.4.11)), da
fiir nichtsinguldres A die letzten Zeilen e} A der Matrizen A; unter sehr
allgemeinen Voraussetzungen fiir i — oo gegen An€! konvergieren, wenn
A Eigenwerte A; mit

A1l = A2l = -+ = [An—a| > [An] > 0

besitzt, wobei der Fehler [|&] Ai — An€T | = O(|An/An_1]') umso schneller
gegen 0 konvergiert, je kleiner |A,/An_1] ist. Es liegt deshalb nahe, die Kon-
vergenz dhnlich wie bei der gebrochenen Iteration von Wielandt (s. 6.6.3)
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dadurch zu beschleunigen, dal man das QR-Verfahren nicht auf die Matrix
A sondern auf die Matrix y
A:=A-—kl

anwendet. Den Verschiebungsparameter (Shiftparameter) k wahlt man als
einen guten Néherungswert fiir einen der Eigenwerte von A, so dafl nach
einer eventuellen Umordnung der Eigenwerte A; gilt

A1 — Kl > [A =Kl = > |An—) — K| > |An — K[ > 0.

Dann wird das Element é,ﬂi%_l der Matrix A, fiir i — oo sehr viel
rascher gegen 0 konvergieren, ndmlich wie

An—Kk

|
S«
)bn—l_k‘ <

Man beachte, daB mit A auch A= A—kl und alle A, Hessenbergmatrizen
sind, deren letzte Zeilen die Form

=[0.....0.a) . &0

besitzen. Wihlt man allgemeiner in jedem Iterationsschritt einen neuen
Shiftparameter, so erhédlt man das QR-Verfahren mit Shifts

A] L= A,
(6.6.5.2) A -kl =QR (QR-Zerlegung),
Agi:=RQ +kl.

Die Matrizen A; sind wegen

AL =QMA —kDQi +kl =QMAQ,

nach wie vor untereinander unitdr dhnlich. Dariiber hinaus zeigt man wie in
Satz (6.6.4.4) (s. Aufgabe 19)

i1 =PHAR,
(6.6.5.3) A= PTAR
(A—kD)---(A=kl) = RU,
wobei wieder P, := Q1 Q,---Qj und Uj := RR_; --- Ry gesetzt ist. Falls

dariiber hinaus die R nichtsinguldr sind, gilt auch

A1 =RAR

6.6.5.4
( ) = U AU
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Ebenso ist Aj;; mit A; wieder eine Hesssenbergmatrix. Dieser Sachverhalt
146t sich aber verschirfen

(6.6.5.5) Satz: Sei A eine unzerlegbare N x N-Hessenbergmatrix. Wenn der
Shifiparameter K; kein Eigenwert von A ist, ist auch A1 eine unzerlegbare
Hessenbergmatrix. Andernfalls besitzt Aiy, die Form

Ai+1=[AiOJrl I:]

wobei A@H eine (N — 1)-reihige Hessenbergmatrix ist.

Mit anderen Worten, wenn A; irreduzibel ist, dann ist A;;; mindestens
fast irreduzibel (vgl. Satz (6.6.5.1)) in der Regel sogar irreduzibel.
Beweis: Aus (6.6.5.2) folgt

(6.6.5.6) R =Q'(A —kl).

Falls ki kein Eigenwert von A ist, mufl R nichtsinguldr sein, und es folgt
aus (6.6.5.4)

() T A o T Dapla_ o0 M ()1
alli =6, A =6, RAR g =r",a () #0,

so daB auch Aj;| nicht zerfillt.

Sei nun k; Eigenwert von A;, es ist dann R; singuldr. Nun sind die ersten
n — 1 Spalten von A; — ki | linear unabhingig, weil A; eine unzerlegbare
Hessenbergmatrix ist, also sind wegen (6.6.5.6) auch die ersten n— 1 Spalten
von R, linear unabhingig. Wegen der Singularitit von R muf} daher die

letzte Zeile von B
_ | Rox

verschwinden und R} eine nichtsinguldre (n — 1)-reihige obere Dreiecksma-
trix sein. Da wegen

A-ki=Qr=a | 7]
mit A; auch Q; eine unzerlegbare Hessenbergmatrix ist, hat
R * A *
Ai+1=|:|3' O]Qi+ki| :[ o ka]

mit einer (N— 1)-reihigen unzerlegbaren Hessenbergmatrix A;,; die im Satz
behauptete Struktur. O



6.6 Methoden zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren 71

Wir wenden uns nun dem Problem zu, wie man die Shiftparameter
wihlen soll. Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Fall reeller Ma-
trizen, der fiir die Praxis am wichtigsten ist, iberdies sei A eine unzerlegbare
Hessenbergmatrix. Nach den obigen Uberlegungen sollte man als Shiftpa-
rameter moglichst gute Ndherungswerte fiir einen Eigenwert von A wihlen,
und es stellt sich die Frage, wie man diese findet. Hier geben die Sitze
(6.6.4.12) und (6.6.4.15) Antwort: Existiert z. B. nur ein betragskleinster Ei-
genwert An von A, so gilt unter schwachen Voraussetzungen lim; all) =
Das letzte Diagonalelement a) von A; wird also fiir geniigend groBes i ein
guter Naherungswert fiir A, sein. Es empfiehlt sich daher

(6.6.5.7a) ki :=al)
zu wihlen, sobald die Konvergenz der (i,’n fortgeschritten ist, also etwa
(i—1)
1 D <<l
ann

fiir ein kleines n gilt (bereits die Wahl n = 1/3 fiihrt zu guten Ergebnissen).
Man kann flir Hessenbergmatrizen zeigen, da3 bei der Wahl (6.6.5.7a) unter
schwachen Bedingungen _

lag )| < Ce?

gilt, falls |af(1i’)nf | < & und ¢ geniigend klein ist, so da3 das QR-Verfahren
lokal quadratisch konvergiert. Man bestitigt dies sofort durch elementare
Rechnung fiir reelle 2 x 2-Matrizen

ab
A=[2 0]

mit a # 0, |¢| klein: bei der Wahl des Shiftparameters k; := an , = 0 findet
man als QR-Nachfolger von A eine Matrix

- [a b . Iblg?

A—|:6 d:| mit |C|—m,
so daB in der Tat |G| = O(g?) fiir kleines |¢| gilt. Das gleiche Beispiel 148t
fiir den Fall symmetrischer Matrizen, b = ¢, wegen

’l
IC|

le
T a4 g2
sogar lokal kubische Konvergenz erwarten. Dieses Resultat fiir die Shift-
strategie (6.6.5.7a) wurde von Wilkinson (1965), S. 548 (s. auch Aufgabe 23)
unter gewissen Voraussetzungen allgemein fiir den Fall Hermitescher Ma-
trizen gezeigt.
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Eine allgemeinere Shiftstrategie, die (6.6.4.12) und (6.6.4.15) beriick-
sichtigt, ist die folgende:

(6.6.5.7b) Wiihle ki als denjenigen Eigenwert )\ der 2 x 2-Matrix

|:al{1i)l,n1 algi)l,n:|
ant Al

fiir den Iar(li}1 — A| am kleinsten ist.

Man beachte, dafl diese Strategie die Moglichkeit beriicksichtigt, daB
A mehrere betragsgleiche Eigenwerte besitzen kann. Es kann aber k; auch
fiir reelles A; komplex sein, wenn A; nichtsymmetrisch ist. Wir betrachten
den nichtsymmetrischen Fall spéter. Fiir relle symmetrische Matrizen konnte
Wilkinson (1968) fiir diese Shiftstrategie sogar die globale Konvergenz zei-
gen:

(6.6.5.8) Satz: Sei A =: A, eine reelle, unzerlegbare und symmetrische
N x n-Tridiagonalmatrix A. Wendet man die Strategie (6.6.5.7b) in jedem
Iterationsschritt des QR-Verfahrens an, so findet man Matrizen A, fiir die
die Elemente aﬁ'}_l und ar(]')n fiir i — oo mindestens quadratisch gegen 0
bzw. gegen einen Eigenwert von A konvergieren. Von Ausnahmen abgese-
hen, ist die Konvergenzrate sogar kubisch. O

Numerisches Beispiel: Das Spektrum der Matrix
(6.6.5.9) A=

liegt symmetrisch zu 6, insbesondere ist also 6 Eigenwert von A. Wir geben im
folgenden fiir das QR-Verfahren mit Shiftstrategie (6.6.5.7b) die Elemente afq")rFI,

a{q}, sowie die Shiftparameter k; an.

i ) ! :

1 1 0 —.302 775 637 732190
2 —.454544295102;0 —2 —.316869 782391140 —.316 875 874 226100
3 +.106774 45209010 —9 —.316 875952 616190 —.316 875952 619190
4 +.91898351941919—22 |—-.316875952617190 = A5
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Weiterbehandlung der 4 x 4-Matrix:

0] 0) ki

i a3 &4
4 +.143 723 850 633190 +.299 069 135 875101 +.298 389967 722191
5 —17115623171219—5  +.298386 369 683191 +.298 386 369 682191

6 —.11127768766310 — 17 |+.298 386369 682191 = A4

Weiterbehandlung der 3 x 3-Matrix:

i agi_)z a;i!é ki
6 +.780088 05287919 — 1 +.600 201 597 25491 +.600 000 324 46811
7 —.83885498096119—7 +.599 999 999 99691 +.599 999 999 99591

8 +.127181 135623190 — 19 [4+.599 999 999 995191 = A3

Die verbleibende 2 x 2-Matrix hat die Eigenwerte

+.901 613630314191 = A,
+.123 168 759 526102 = 1

Man vergleiche damit das Resultat von 11 QR-Schritten ohne Shift:

(12) (12)
K A k-1 A k

+.123 165309 125192
+.337457 586 63719 — 1 +.901 643 819 61191
+.114 07995142119 — 1 +.600 004 307 566191
+.463 086 759 85319 — 3 +.298 386 376 789191
—.202 188244 73319 — 10  —.316 875952 617100

[ S S

Dieses Konvergenzverhalten ist zu erwarten, da

al) = 0((s/ha) ). Ias/hal 0.1,
Bei der Weiterbehandlung der 4 x 4-Matrix sind sogar 23 Iterationen erforderlich,
um

ayy) = +.487 637 464 42510 — 10

zu erreichen!
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DaB die Eigenwerte in dem Beispiel der Grofle nach geordnet erschei-
nen, ist Zufall: Bei Verwendung von Shifts ist dies i.a. nicht zu erwarten.

Bei der praktischen Realisierung des QR-Schritts (6.6.5.2) mit Shifts fiir
symmetrische Tridiagonalmatrizen A; besteht fiir groes |k;| die Gefahr des
Genauigkeitsverlusts bei der Subtraktion bzw. Addition von ki | in (6.6.5.2).
Man kann jedoch mit Hilfe von Satz (6.6.5.1) Ajy; direkt aus A; berech-
nen, ohne in jedem Schritt die Matrix k;| explizit zu subtrahieren und zu
addieren. Dazu wird ausgenutzt, daB man bei gegebenem A; und k; die er-
ste Spalte q; der Matrix Q; :=[qy, ..., gn] allein aus der ersten Spalte von
A — ki | berechnen kann: Wir sahen zu Beginn dieses Abschnitts, daf3 sich

Qi = 91'129;3 Qr:-' 1I.n

als Produkt von Givensmatrizen £2; j; schreiben ldt: Aufgrund der Struk-
tur der £2) 41 gilt £2jj41€1 =€ fir | > 1, so dal q; wegen ¢; = Qe =
.QHzel auch gleich der ersten Spalte von .Q 12 ist. Dabei ist £2,, gerade
die Givensmatrix, die das erste Subdlagonalelement von A; —k;i| annulliert,

zur Bestimmung von §2; ; geniigt daher die Kenntnis der ersten Spalte von
A — ki | . Man berechnet dann die Matrix B = 'QlF,lz A £21 > mit der Struktur

X X X 0
X X X
X X X X
B =
X X
' X
0 X X

Die Matrix B, die symmetrisch und bis auf die Elemente b; 3 = b;; fast
eine Tridiagonalmatrix ist, transformiert man wie in Abschnitt 6.5.1 mit
einer Serie von geeigneten Givensmatrizen des Typs S~22,3, S~23,4, cee, S~2n,n,1
in eine symmetrische Tridiagonalmatrix C, die zu B unitir dhnlich ist:

B— 25B23— - > 21, - 255B2,5- - 2010 =C.
S~22,3 wird dab~ei ) ~gewéihlt, daf3 das Element b;; von B annulliert wird,
wobei i.a. in .Q{g B£2, 3 ein Element # 0 an der Position (4, 2) (und (2,4))

erzeugt wird, dieses wird durch passende Wahl von [~23_4 annulliert usw.

Fiir n = 5 haben die Matrizen B — - .- — C folgende Struktur, wobei 0 frisch
annullierte Elemente und * neue Elemente # 0 bezeichnen:



6.6 Methoden zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren 75

X X X T rx x 0 T
X X X o X X X %
B=| X X X X —— 10 X X X
X X X * X X X
L X X4 L X X
X X T X X T
S, | X X x 0 S5 | X X X
— X X X % [—— X X x 0[|=C.
0 X x X X X X
L * X X L 0 x xd

Setzt man U := 521,2.(22,3 .. on,l,n, so gilt C = uUhfAU wegen B =
.Q{'ZAi £21 . Die unitdre Matrix U besitzt die gleiche erste Spalte wie die
unitdre Matrix Q; (ndmlich q; = £2;,€)), die die Matrix A; entsprechend
(6.6.52) in Ajy| = QiH A; Q; transformiert. Falls A; irreduzibel ist, ist nach
Satz (6.6.5.5) A4, fast irreduzibel, also miissen nach Satz (6.6.5.1) die
Matrizen C und Aj;; im wesentlichen gleich sein, Ajy; = scsH, s =
diag(£1,...,£1), U = QS Da auch im expliziten QR-Schritt (6.6.5.2)
die Matrix Q; nur bis auf eine Umnormierung Q; — Q;S durch eine
beliebige Phasenmatrix S eindeutig ist, haben wir einen neuen Algorithmus
zur Berechnung von A;;; mittels C gefunden. Man nennt diese Technik die
implizite Shifttechnik zur Bestimmung von Aji.

Ist A eine reelle nichtsymmetrische Matrix, so kann A auch konjugiert
komplexe Eigenwerte besitzen. Bei der Shiftstrategie (6.6.5.7b) erhdlt man
so w.U. komplexe Shiftparameter kj, wenn die 2 x 2-Matrix in (6.6.5.7b)
zwei konjugiert komplexe Eigenwerte ki und k; besitzt. Man kann je-
doch die komplexe Rechnung vermeiden, wenn man je zwei QR-Schritte
A — A1 — A, zusammenfafit, wobei man im ersten Teilschritt den
Shiftparameter kj nach (6.6.5.7b) bestimmt und im nédchsten Schritt den
Shift ki := k; wihlt. Wie man leicht bestitigt, ist dann fiir reelles A; auch
A p,wieder reell, selbst wenn A, komplex ist. Francis (1961/62) hat eine
elegante Methode angegeben (implizite Shifitechnik), wie man ohne kom-
plexe Rechnung die reelle Matrix A;, direkt aus A; bestimmt, wenn A; eine
reelle unzerlegbare Hessenbergmatrix ist: Sein Verfahren liefert deshalb fiir
solche Matrizen A =: A; unmittelbar die Teilfolge

A=A1—)A3—)A5—)---

der Matrizen des QR-Verfahrens mit Shifts.

Wir wollen hier nur die Grundidee der Techniken von Francis beschrei-
ben, explizite Formeln findet man z. B. in Wilkinson (1965). Wir lassen
der Einfachheit halber den Iterationsindex fort und schreiben A = (g; ) fiir
die reelle unzerlegbare Hessenbergmatrix A;, K fiir ki sowie A fiir A .
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Nach (6.6.5.2), (6.6.5.3) gibt es eine unitdre Matrix Q und eine obere Drei-
ecksmatrix R, so daB A = Q" AQ, (A —klI)(A—kl) = QR, wobei A
wieder eine reelle Hessenbergmatrix ist. Wir versuchen nun, eine reelle
unitdre Matrix U, die im wesentlichen die gleiche erste Spalte wie Q be-
sitzt (Qe; = *Ue)), so zu bestimmen, dafl UHAU = K ebenfalls eine
Hessenbergmatrix ist. Falls k kein Eigenwert von A ist, zeigen die Sitze
(6.6.5.1) und (6.6.5.5) wieder, daB die Matrix K im wesentlichen gleich A
ist, K = SH AS fiir eine Phasenmatrix S.
Man geht dazu folgendermaflen vor: Die Matrix

B:=(A—klI)(A—kl)=A?>— (k+ k) A+ Kkl

ist reell, und ihre erste Spalte b = Bey, die sich leicht aus A und k ex-
plizit berechnen 14Bt, hat die Form b = [x, X, X, 0, ..., 0]", weil A eine
Hessenbergmatrix ist. Man bestimmt nun eine (reelle) Householdermatrix
P (s. 4.7), die b in ein Vielfaches von € transformiert, Pb = ;€. Dabei
hat die erste Spalte von P wegen P?b = b = u;Pe, die gleiche Struktur
wie b, Pe; =[x, X, X,0,...,0]". Andererseits besitzt P wegen B = QR,
B = P?B = P[u€, %, ..., *] bis auf einen Faktor £1 die gleiche erste
Spalte wie Q. Als nichstes berechnet man die Matrix PH AP = PAP, die
wegen der Struktur von P (es ist Pex = & fiir k > 4) und A eine reelle
Matrix folgender Form

* ¥ X X
x

PAP =

X X
ist und bis auf wenige zusitzliche Subdiagonalelemente in den Positio-
nen (3,1), (4,1), (4,2) wieder eine Hessenbergmatrix ist. Hit Hilfe des
Householder-Verfahrens, das am Ende von Abschnitt 6.5.4 beschrieben
wurde, reduziert man anschlieBend P AP wieder in eine zu P AP unitir

dhnliche Hessenbergmatrix K:
PAP — TIPAPTI —> s > Tn_2 e TIPAPTI o ~Tn_2 =: K.

Zur Transformation benutzt man Householdermatrizen Ty, k=1, ..., n—2,
die nach Abschnitt 6.5.1 nur in wenigen Spalten von der Einheitsmatrix
verschieden sind, Tyg = ¢ firi ¢ {(k+ 1,k + 2,k + 3}.

Fiir n = 6 erhilt man so eine Folge von Matrizen der Form (0 bedeuten wieder
frisch annullierte Elemente, % neue Elemente # 0):



6.6 Methoden zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren 77

Mx - X ] x - X ]
X X X X
PAP_ | X X X o ox o x N
X X X X 0 X X X
X X * % X X
L X X | L X X |
x - X ] [ x x|
X X X X
T X X T X X Ty
—_— —_— —
0 X X X X
0 X X X 0 x X
L * ok X X | L 0 x X X |
X - . X
X X
SN x X =K.
X X
X X -
0 x X

Die unitire Matrix U := PT;...Th_, mit UM AU = K besitzt wegen
Tker = e fiir alle k die gleiche erste Spalte wie P, Ue; = PT;--- T, =
Pey, so daB nach Satz (6.6.5.1) K (im wesentlichen) gleich A ist.

Fiir die praktische Durchfiihrung des QR-Verfahrens bemerken wir wei-
ter, dafl es nicht nétig ist, die Produktmatrix P := Q; ... Q; zu berechnen
und zu speichern, wenn man nur die Eigenwerte der Matrix A bestimmen
will. Dies gilt nicht im Hermiteschen Fall, wenn man an orthogonalen Vek-
toren als Naherungen fiir die Eigenvektoren interessiert ist. Es gilt dann
niamlich

lim P AP = D = diag(A1, . .., An),
1

so daB flir groBes i die j-te Spalte pj(') =PRe, j=1,...,n, eine sehr
gute Naherung an einen Eigenvektor von A zum Eigenwert A; ist: Diese
Néherungsvektoren sind orthogonal zueinander, weil sie Spalten der unitiren
Matrix P sind. Im nichthermiteschen Fall bestimmt man die Eigenvektoren
besser mit Hilfe der inversen Iteration von Wielandt (s. 6.6.3), wobei man
die exzellenten Naherungen fiir die Eigenwerte benutzt, die man mittels des
QOR-Verfahrens gefunden hat.

Das QR-Verfahren konvergiert auBlerordentlich schnell, wie auch das
obige Beispiel zeigt: Fiir symmetrische Matrizen ist es erfahrungsgeméif
ungefdhr 4 mal so schnell wie das verbreitete Jacobi-Verfahren, wenn Ei-
genwerte und Eigenvektoren zu berechnen sind, und meist 10 mal so schnell,
wenn man nur die Eigenwerte bestimmen will.
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Es gibt zahlreiche Programme fiir das QR-Verfahren: ALGOL-Pro-
gramme findet man in Wilkinson und Reinsch (1971) (insbesondere die
Beitrdge von Bowdler, Martin, Peters, Reinsch und Wilkinson), FORTRAN-
Programme in Smith et al. (1976).

6.7 Berechnung der singuliren Werte einer Matrix

Die singuldren Werte (6.4.6) und die singuldre-Werte-Zerlegung (6.4.11)
einer m x N-Matrix A konnen schnell und numerisch stabil mit einem Ver-
fahren berechnet werden, das von Golub und Reinsch (1971) stammt und
eng mit dem QR-Verfahren verwandt ist. Wir nehmen 0.B.d.A. m > n an
(andernfalls ersetze man A durch AM), die Zerlegung (6.4.11) 148t sich dann
in der Form

(6.7.1)

A=U [S]VH, D :=diag(oy,...,0n), 01 >03>--- >0, >0,
schreiben, wobei U eine unitdre m x m-Matrix, V eine unitire n x n-Matrix
und o7, ..., op die singuldren Werte von A, d.h. die Eigenwerte von AHA
sind. Im Prinzip konnte man deshalb die singuliren Werte durch Losen
des Eigenwertproblems fiir die Hermitesche Matrix AH A bestimmen, aber
dieses Vorgehen kann mit einem Verlust an Genauigkeit verbunden sein:
z.B. ist fir die Matrix

11
A= |:5 0:| , le] < /eps, eps = Maschinengenauigkeit,
0 ¢

die Matrix AH A gegeben durch

ara[lte
L1 1+ &2

und A besitzt die singuliren Werte o(A) = /2 + 2, 02(A) = |¢|. Bei
Gleitpunktrechnung der Genauigkeit eps erhilt man statt A" A die Matrix

Hay—.g— |1 1
gl(A A)_.B_[l 1]

mit den Eigenwerten X =2und X, = 0; 02 (A) = |e| stimmt nicht bis auf
Maschinengenauigkeit mit \/z = 0 tiberein!

Bei dem Verfahren von Golub und Reinsch reduziert man als erstes
in einem Vorbereitungsschritt A unitir auf Bidiagonalform: Mit Hilfe des
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Householderverfahrens (s. Abschnitt 4.7) bestimmt man zundchst eine m x
m-Householder-Matrix P;, die die Subdiagonalelemente der ersten Spalte
von A annulliert: Man erhilt so eine Matrix A’ = P; A der Form (Skizze
fiir m =5, n = 4, sich dndernde Elemente werden mit * bezeichnet):

X X X X * k% ok %k
X X X X 0 * % %
A=|X X X X|=>PA=A=]0 % x =x
X X X X 0 x % =x
X X X X 0 * % %

Dann bestimmt man wie in 4.7 eine n x n-Househouldermatrix Q; der Form

1 0
o=[y 4]
so, daf} die Elemente auf den Positionen (1, 3), ..., (1, n) der ersten Zeile
von A” := A'Q; verschwinden
X X X X X x 0 0
0 x x X 0 * *x =
A=]0 x X XxX|>AQ=A"=]0 x * x
0 x x X 0 * % =
0 x x X 0 % *x =

Allgemein erhélt man im ersten Schritt eine Matrix A” der Form

a
A’/:[ql j} a :=[&,0,...,0] e C" !,
01 A

mit einer (M— 1) x (N — 1)-Matrix A. Man behandelt nun die Matrix A auf
die gleiche Weise wie A usw. und erhilt auf diese Weise nach n Redukti-
onsschritten eine M x n-Bidiagonalmatrix J©© der Form

@ &
Jo o
JO — [ } Jo = ) o |
0 oo
0 g

wobei J© = Py--- P,PLAQ Qs --- Qs und P, Q; gewisse Househol-
dermatrizen sind.

Da Q:=Q;Q; - Qn_p unitiristund JOHJO = JH 3 = QAR AQ
gilt, besitzen Jy und A die gleichen singuldren Werte; ebenso ist mit P :=
PP, .- P, die Zerlegung
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w= (e3[R e

die singulire-Werte-Zerlegung (6.7.1) von A, falls Jy) = GDH" die sin-
guldre-Werte-Zerlegung von Jy ist. Es geniigt also das Problem fiir n x n-
Bidiagonalmatrizen J zu behandeln.

Im ersten Schritt wird J von rechts mit einer gewissen Givensreflexion
des Typs T, , multipliziert, deren Wahl wir im Augenblick noch offen lassen.
Dabei geht J in eine Matrix J = JT; , der folgenden Form iiber (Skizze
fir n = 4):

*

* X
X

X X

*
J = X — JT]2= @ ZJ(I).
X X ’

Das dabei erzeugte Subdiagonalelement in Position (2, 1) von JU wird
durch Multiplikaktion von links mittels einer passenden Givensreflexion
des Typs S, wieder annulliert. Man erhilt so die Matrix J® = § ,J(:

X X S )
Jo—|* x X — S0 = 0 x =J?,
X X ’ X X
X X

Das Element in Position (1, 3) von J® wird annulliert durch Multiplikation
von rechts mit einer Givensreflektion des Typs T, 3,

X *

0
* *
— J(Z)szg) = "

X @
X

X X
X

3o = — 36

X X X

X

Das Subdiagonalelement in Position (3, 2) annulliert man durch Linksmul-
tiplikation mit einer Givensreflektion $ 3, wodurch jetzt ein Element in
Position (2, 4) erzeugt wird usw. Alles in allem kann man so zu jeder Gi-
vensreflektion T , eine Folge von weiteren Givensreflektionen § i1, Tiit1,
i=1,2,...,n—1, angeben so daB die Matrix

J =S inS a1 S2dTiaTos - Toin
wieder bidiagonal wird. Die Matrizen S := §,S3---S_1npund T =
Ti2To3 -+ Tae1.n sind unitér, so daB wegen J = SHIT die Matrix M :=

JHJ = THIHSSHIT = THMT ecine Tridiagonalmatrix ist, die unitér
ghnlich zur Tridiagonalmatrix M := JH J ist.
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Die Wahl von T;, war bislang offen. Wir zeigen, da man T, so
wihlen kann, daB M gerade die Matrix wird, die das QR-Verfahren mit
Shift k aus der Tridiagonalmatrix M erzeugt. Wir nehmen 0.B.d.A. an, daf3
M = JHJ unzerlegbar ist, denn sonst kann man das Eigenwertproblem
fir M auf das Eigenproblem fiir kleinere unzerlegbare Tridiagonalmatrizen
reduzieren. Mit einer unitiren von k abhiingigen Matrix T = T (k) gilt fiir
das QR-Verfahren (s. (6.6.5.2))

(6.7.2) M —Kkl =: TR, M:=RT +kl, R obere Dreiecksmatrix,

so daB sowohl M = THMT wie M = THMT zu M unitiir dhnliche Tridia-
gonalmatrizen sind. Damit liegt wieder die Situation der Sitze (6.6.5.5) und
(6.6.5.1) vor, und es wird M ,»im wesentlichen* gleich M sein, wenn die
Matrizen T und T = T (k) die gleiche erste Spalte besitzen. Bei passender
Wahl von T, ; kann man dies aber erreichen:

Wegen T i 16 =€ firi > 1, e :=[1,0,. ..,]T € C", ist die erste
Spalte t; = Te; von T =Ty 2 Ta3- - - To_1.n auch die erste Spalte T, ,€; von
T2

tt=Ter=Tio---Tocn@ =Tz - Thon1€ =--- =T 26

und hat die Form t; = [c, S, 0, ...,0]" € R", ¢ + s* = 1. Andererseits hat
die Tridiagonalmatrix M — kI wegen M = J" J die Form

51 ¥ 0
673 M—ki=|7 2 " s —jqP -k n=8a.
-. . J;n
0 n dn
falls
a © 0
J= @
. e
0 On

Eine unitire Matrix T mit (6.7.2), TH(M —kl) = R = obere Dreiecks-
matrix, 146t sich als Produkt von n — 1 Givensreflexionen des Typs fi,i+1
(s. 4.9) angeben, die die n — 1 Subdiagonalelemente von M — kI der Reihe
nach annullieren, T = 'IN'LZ'IN'Z_3 -+ Tn_1n. Dabei besitzt insbesondere 'I:Lz
folgende Form
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5 0
—¢
(6.7.4) Tio= 1 ,

O

0 1

~ 2
H :=a|:81:|=a|:|m_| k], e1so1,
S V2 &q;

wobei S # 0 gilt, wenn M nicht zerfallt.

Die erste Spalte f; von T stimmt mit der ersten Spalte von 1:1,2 iberein,
die durch €, § (6.7.4) gegeben ist. Da M = THMT eine Tridiagonalmatrix
ist, folgt aus dem Francis’schen Resultat, daf} M mit M im wesentlichen
(bis auf Skalierungsfaktoren) iibereinstimmt, falls als erste Spalte t; von T »
(dadurch ist T; , bestimmt) gerade die erste Spalte von 'I~'1,2 gewdhlt wird
(sofern die Tridiagonalmatrix M unzerlegbar ist).

Dementsprechend besteht ein typischer Schritt J — J des Verfahrens
von Golub und Reinsch darin, daB man zunéchst einen reellen Shiftparame-
ter K bestimmt, etwa mittels einer der Strategien aus Abschnitt (6.6.5), dann
T = 'I~'1,2 mit Hilfe der Formeln (6.7.4) wihlt, und wie oben beschrieben,
weitere Givensmatrizen T; i1, §i4+1 so bestimmt, daf3

J=S 1n93923TiaTas - Tnoin

wieder eine Bidiagonalmatrix wird. Durch diese implizite Beriicksichtigung
der Shifts wird insbesondere der Genauigkeitsverlust vermieden, der in
(6.7.2) bei einer expliziten Ausfithrung der Subtraktion M — M — kIl und
der Addition RT — RT + kI fiir groBes k auftreten wiirde. Die Konver-
genzeigenschaften des Verfahrens sind natiirlich die gleichen wie bei dem
QOR-Verfahren: insbesondere liegt bei Verwendung geeigneter Shiftstrate-
gien (s. Satz (6.6.5.8)) in der Regel kubische Konvergenz vor.

Ein ALGOL-Programm fiir dieses Verfahren findet man bei Golub und
Reinsch (1971), FORTRAN-Programme in Garbow et al. (1977).

6.8 Allgemeine Eigenwertprobleme

In den Anwendungen treten hiufig Eigenwertprobleme der folgenden Form
auf: Fiir gegebene n x n-Matrizen A, B bestimme man Zahlen A, so dal} es
einen Vektor X % 0 gibt mit

(6.8.1) Ax = ABX.



6.8 Allgemeine Eigenwertprobleme 83

Fiir nichtsinguldre Matrizen B ist dies mit dem klassischen Eigenwertpro-
blem

(6.8.2) B~'Ax = Ax

fiir die Matrix B~! A dquivalent (shnliches gilt, falls A~! existiert). Gewdhn-
lich sind nun in den Anwendungen die Matrizen A und B reell symmetrisch
und B dariiber hinaus positiv definit. Obwohl dann i. a. B~ A nicht symme-
trisch ist, kann man trotzdem (6.8.1) auf ein klassisches Eigenwertproblem
fiir symmetrische Matrizen reduzieren: Ist etwa

B=LL"
die Cholesky-Zerlegung der positiv definiten Matrix B, so ist L nichtsingulér
und B~'A dhnlich zu der Matrix G := L~'A(L™HT
LTB'ALH ' =LTwH 'L 'ALHT=L'ALHT =G.
Nun ist aber mit A auch die Matrix G symmetrisch. Die Eigenwerte A von
(6.8.1) sind also die Eigenwerte der symmetrischen Matrix G.
Die Berechnung von G kann man auf folgende Weise vereinfachen:

Man berechnet zunichst
F:=ALDT

durch Auflésung von FLT = A, und danach
G=L"'F

aus der Gleichung LG = F. Wegen der Symmetrie von G geniigt es,
die Elemente unterhalb der Diagonale von G zu bestimmen. Dazu ist die
Kenntnis des unteren Dreiecks von F ( f; x mit K < i) ausreichend. Deshalb

geniigt es, nur diese Elemente von F aus der Gleichung FLT = A zu
berechnen.
Zusammen mit der Cholesky-Zerlegung B = LLT, die etwa

én3 wesentliche Operationen erfordert, kostet die Berechnung von
G=L"'"ALHT aus A, B also etwa §n3 wesentliche Operationen (Multi-
plikationen).

Fiir weitere Methoden siehe Martin, Wilkinson (1971) und Peters, Wil-
kinson (1970). Ein Analogon des QR-Verfahrens zur Losung des allge-
meinen Eigenwertproblems (6.8.1) fiir beliebige Matrizen A und B ist das
QZ-Verfahren von Moler und Stewart (1973), ALGOL-Programme findet
man in Martin, Wilkinson (1971), FORTRAN-Programme in Garbow et al.
(1977).
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6.9 Eigenwertabschitzungen

Mit Hilfe der in Abschnitt 4.4 entwickelten Begriffe der Vektor- und Ma-
trixnormen wollen wir nun einige einfache Abschitzungen fiir die Eigen-
werte einer Matrix geben. Dazu sei im folgenden ||X|| eine fir X € C"
gegebene Vektornorm und

Ax
lub(A) = max I Ax
x20  [IXl

die zugehorige Matrixnorm. Insbesondere verwenden wir die Maximum-
norm
IXlloo = max xi].  lubso(A) = max ) _ [ail-
k

Wir unterscheiden zwei Typen von Eigenwertabschitzungen:

(1) AusschlieBungssitze,
(2) EinschlieBungssitze.

Bei AusschlieBungssitzen werden Gebiete der komplexen Ebene angegeben,
in denen kein Eigenwert liegt (bzw. in deren Komplement alle Eigenwerte
liegen); bei EinschlieBungssdtzen werden Gebiete angegeben, in denen min-
destens ein Eigenwert liegt.

Ein AusschlieBungssatz vom einfachsten Typ ist der

(6.9.1) Satz (Hirsch): Fiir alle Eigenwerte A von A gilt
[A] < lub(A).
Beweis: Ist X Eigenvektor zum Eigenwert A, so folgt aus
AX = AX, X # 0,
die Beziehung
IAX] = [A] - [IX]] < lub(A) - X[,
L] < lub(A). O

Sind A; die Eigenwerte von A, so nennt man

p(A) == max |Ai]

1<i<n
den Spektralradius von A. Nach (6.9.1) gilt p(A) < lub(A) fir jede Vek-

tornorm.

(6.9.2) Satz: (a) Zu jeder Matrix A und jedem ¢ > 0 existiert eine Vektor-
norm mit
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lub(A) < p(A) +¢.

(b) Gehoren zu jedem Eigenwert . von A mit || = p(A) nur lineare
Elementarteiler, so existiert sogar eine Vektornorm mit

lub(A) = p(A).
Beweis: (a) Zu A existiert eine nichtsinguldre Matrix T, so dal3
TAT'=1

die Jordansche Normalform von A ist (s. (6.2.5)), d.h. J besteht aus Dia-
gonalblocken der Gestalt

A1 0

con=| ™
o1
0 Ai

Durch die Transformation J — D;!JD, mit der Diagonalmatrix

nfl)

D, ::diag(l,s,sz,...,s , e >0,

erreicht man, da3 die C, () libergehen in

A€ 0
Aj

&

0 Ai

Daraus folgt sofort
lub (D, 1ID,) = luboo (D, ' TAT'D,) < p(A) +&.

Nun gilt allgemein: Ist Seine nichtsinguldre Matrix, ||-|| eine Vektornorm, so
ist auch p(X) := ||SX|| eine Vektornorm und es ist lub,(A) = lub(SAS™ ).
Fiir die Norm p(x) := ||D;!TX|| folgt daraus

lubp(A) = lubyo (D' TAT'D,) < p(A) +e.
(b) Die Eigenwerte X; von A seien wie folgt geordnet
p(A) =|h| =" =lks| > [Ast1] = -+ = |An].

Dann hat nach Voraussetzung fiir 1 <i < s jedes Jordankéstchen C, (%) in
J die Dimension 1, d.h. C,(%j) = [Ai]. Wihlt man
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&= p(A) — syl

so gilt deshalb
lubs (D' TAT'D,) = p(A).

Fiir die Norm p(Xx) := || D;lTX||Do folgt wie in (a)
lubp(A) = p(A). O

Eine bessere Abschitzung als (6.9.1) wird durch folgenden Satz gegeben
[s. Bauer, Fike (1960)]:

(6.9.3) Satz: Ist B eine beliebige N x n-Matrix, so gilt fiir alle Eigenwerte
A von A

1 < lub((xl — B)"'(A— B)) < lub((xl — B)™") - lub(A— B),
es sei denn, daf3 ) auch Eigenwert von B ist.

Beweis: Ist x Eigenvektor zum Eigenwert A von A, so folgt aus der
Identitét
(A—B)x = (Il — B)X,

wenn A kein Eigenwert von B ist, sofort

xl =B)'(A=B)x =x

und daraus
lub[(xl —B) '(A-B)] = 1. o
Wihlt man insbesondere
ay | 0
B=Ap:= ,
0 An.n

die Diagonale von A, und nimmt man die Maximumnorm, so folgt

1 n

lubo[(A] = Ap)'(A— Ap)] = max ———— § |ay k.
1<izn [A — &l o
A

Aus Satz (6.9.3) folgt nun
(6.9.4) Satz (Gerschgorin): Die Vereinigung aller Kreisscheiben

n

Ki = {M eClln—al =< Z|ai,k|}
k=1
k#i

enthdlt alle Eigenwerte der n x n-Matrix A = (§; k).
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Da der Kreis K; den Mittelpunkt & und den Radius >, i laik
besitzt, ist diese Abschitzung umso schirfer, je weniger sich A von einer
Diagonalmatrix unterscheidet.

Beispiel:

1 0.1 —0.1 Ki={nlln—-1<02}
A= 0 2 04 |, Ko={ullp—2]<04}

02 0 3 Ky={ulln—-3=02}

&
S

Fig. 1. Gerschgorinkreise

Insbesondere kann man den letzten Satz verschéirfen:

(6.9.5) Korollar: Ist die Vereinigung M| = U}(=1 Ki, von k Kreisen Kj,
i =1, ..., k disjunkt von der Vereinigung M, der iibrigen n — K Kreise,
so enthdlt My genau K und M, genau n — K Eigenwerte von A.

Beweis: Ist A= Ap + R, so setze man fiir t € [0, 1]
At = AD +tR.

Dann ist
Ay = Ap, A = A

Die Eigenwerte von A; sind stetige Funktionen von t. Wendet man den
Gerschgorinschen Satz auf A; an, so findet man, daB fiir t = 0 genau k
Eigenwerte von Ag in M, liegen und n — k in M, (mehrfache Eigenwerte
entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit gezéhlt). Da fir 0 <t < 1
alle Eigenwerte von A; ebenfalls in diesen Kreisen liegen miissen, folgt aus
Stetigkeitsgriinden, daf3 auch k Eigenwerte von A; = A in M, liegen und
die restlichen n — k in M. O

Da die Eigenwerte der Matrizen A und AT identisch sind, kann man
(6.9.4), (6.9.5) auf Aund auf AT anwenden und damit u.U. mehr Information
iiber die Lage der Eigenwerte erhalten.
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Haufig kann man die Abschitzungen des Gerschgorinschen Satzes ver-
bessern, wenn man die Matrix A vorher mit Hilfe einer Diagonalmatrix
D = diag(d,, ..., dy) dhnlich transformiert, A — D~'AD. Man erhilt so
fiir die Eigenwerte von D~'AD und damit von A die Kreise

n
K|={M‘|M—ai,i|52‘ =:p }

k=1

Kot

Durch geeignete Wahl von D kann man oft den Radius p; eines Kreises
erheblich verkleinern (wodurch in der Regel die restlichen Kreise grofer
werden), und zwar so, da3 der betreffende Kreis K; disjunkt zu den {ibrigen
Kreisen Kj, j # 1, bleibt. K; enthélt dann genau einen Eigenwert von A.

a

Beispiel:
e ¢ ={u|lp—1] = 2¢},
A=|e 2 ¢, K=Kz ={u||pn—2| <2},
e & 2 0<exl.

Die Transformation mit D = diag(1, ke, ke), k > 0, ergibt

1 ke? ke?
A=D'AD=|1/k 2 ¢
1/k & 2

Fiir A’ ist

1
o1 = 2ke?, p=p=te

Die Kreise K| und Ky = K3 sind fiir A’ disjunkt, wenn
, 1
p1 + o2 = 2ke +E+€<1

gilt. Dazu mufB offenbar k > 1 sein. Der optimale Wert R, fir den sich K; und K
beriihren, ergibt sich aus p; + p2 = 1. Man erhélt

~ 2
k= =14¢+ 02

l—e+ /(1 —¢)?— 82

und damit .
o1 = 2ke? =262 + O(eY).
Durch die Transformation A — A’ kann also der Radius p; von K| von anfangs 2¢

bis auf etwa 262 verkleinert werden.

Die Abschitzung von Satz (6.9.3) 146t sich auch als Storungssatz auf-
fassen, der angibt, wie weit sich die Eigenwerte von A von den Eigenwerten
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von B entfernen kénnen. Um das zu zeigen, nehmen wir an, dal B norma-
lisierbar ist:

B=PAgP!, Ap = diag(A;(B), ..., An(B)).
Dann folgt, wenn X kein Eigenwert von B ist,
lub((Al — B)™") =Tub((P(Al — Ag)'P7)
< lub((x] — Ag)~") lub(P) lub(P~")

1
= max ———  cond(P)
1<i=n [ — A (B)|

1
= —— cond(P).
min |A — )q(B)|
1<i<n
Diese Abschitzung ist fiir alle Normen || - || richtig, fiir die wie bei der
Maximumnorm und der euklidischen Norm fiir alle Diagonalmatrizen D =
diag(d;, ..., dy) gilt
lub(D) = max |d;|.
1<i<n
Solche Normen heilen absolut, sie sind auch dadurch gekennzeichnet, daf3
fir sie || [x| || = ||x|| fiir alle x € C" gilt [s. Bauer, Stoer, Witzgall (1961)].
Aus (6.9.3) folgt damit [vgl. Bauer, Fike (1960), Householder (1964)]

(6.9.6) Satz: Ist B eine diagonalisierbare n x n-Matrix, B = PAgP~!,
Ag = diag(A(B), ..., An(B)), und A eine beliebige n x n-Matrix, so gibt
es zu jedem Eigenwert L(A) einen Eigenwert )i (B), so dafs gilt

IA(A) — i (B)| < cond(P) lub(A — B).

Dabei beziehen sich cond, lub auf eine absolute Norm || - |.
Diese Abschitzung besagt, daB fiir die Stérempfindlichkeit der Eigen-
werte einer Matrix B die Kondition

cond(P)

der Matrix P und nicht die der Matrix B mafigeblich ist. Die Spalten von
P sind aber gerade die (Rechts-) Eigenvektoren von B. Fiir Hermitesche
Matrizen B, allgemeiner fiir normale Matrizen B, kann P als eine unitire
Matrix gewidhlt werden (Satz (6.4.5)). Beziiglich der euklidischen Norm
IX]|> gilt daher cond,(P) = 1 und damit der

(6.9.7) Satz: Ist B eine normale n x n-Matrix, A eine beliebige N x n-Matrix,
so gibt es zu jedem Eigenwert A(A) von A einen Eigenwert A(B) von B mit
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IA(A) — A(B)| < luby(A— B).

Das Eigenwertproblem fiir Hermitesche Matrizen ist also in jedem Fall
gut konditioniert.

Die Abschitzungen von (6.9.6), (6.9.7) sind globaler Natur. Wir wollen
nun die Stérempfindlichkeit eines bestimmten Eigenwertes A von A bei
kleinen Stérungen A — A+ ¢C, ¢ — 0, in erster Naherung untersuchen.
Wir beschranken uns auf den Fall, daB3 der Eigenwert A einfache Nullstelle
des charakteristischen Polynoms von A ist. Zu A gehdren dann bis auf
Vielfache eindeutig bestimmte Rechts- und Linkseigenvektoren X bzw. yH:

Ax =ax, YyTA= iy, X#£0, y#0.

Fiir sie gilt yHx # 0, wie man mit Hilfe der Jordanschen Normalform von
A, die nur einen Jordanblock zum Eigenwert A enthilt, der zudem 1-reihig
ist, leicht zeigen kann.

(6.9.8) Satz: Sei A eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms
der nxn-Matrix A, X und y" ein zugehoriger Rechts- bzw. Linkseigenvektor
von A

Ax=2xx, yTA=ay" = x, y#0,
und C eine beliebige N x N-Matrix. Dann gibt es eine fiir gentigend kleines
g, le| < eo, €0 > 0, analytische Funktion A(¢g), so daf

yHCx

MOy =2, N(O0) =T
yHx

gilt und \(¢g) einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A+eC
ist. In erster Niherung hat man also
yHCx

Ae)=A+e¢ X

Beweis: Das charakteristische Polynom der Matrix A+ ¢C
@e () = det(A+¢eC — ul)
ist eine analytische Funktion von & und p. Sei K eine Kreisscheibe
K={u|lg—2rl=<r}, r>o0,
die auBler 1 keinen weiteren Eigenwert von A enthilt. Es ist dann

inf|@o(n)| =:m >0, mitS:={u||u—2rl=r}
HES

Da ¢.(u) stetig von ¢ abhingt, gibt es ein gy > 0, so daB3 auch
(6.9.9) inf|g08(,u)| >0 fiiralle |e| <¢g
HES
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gilt. Nach einem bekannten Satz der Funktionentheorie gibt

b(E) = R A

27i Js @ (1)
die Zahl der Nullstellen von ¢, () in K an. Wegen (6.9.9) ist v(e) fir |e] <
g stetig, also ist 1 = v(0) = v(e) fiir |e|] < gy wegen der Ganzzahligkeit
von v. Fiir diese einfache Nullstelle A(¢) von ¢, (u) in K gilt nach einem
weiteren funktionentheoretischen Satz die Darstellung

(6.9.10) ey = ey

21 Js e (u)

Fiir |e] < g ist der Integrand von (6.9.10) eine analytische Funktion von &,
also auch A(e) nach einem bekannten Satz iiber die Vertauschbarkeit von
Differentiation und Integration. Zum einfachen Eigenwert A(¢) von A+ ¢C
konnen Rechts- und Linkseigenvektoren X(¢) und y(e)"

(A+£C)x(e) = Me)X(e), Y(E)T(A+eC) = r(e)y(e)"

so gewihlt werden, daB X(¢) und y(e)" fiir |¢| < &; analytische Funktionen
von ¢ sind. Man setze etwa X(g) = (£,(¢), ..., &n(¢))T mit

& (e) = (1) det(By ),

wobei B, ; diejenige (n— 1)-reihige Matrix ist, die man durch Streichen von
Zeile 1 und Spalte i aus der Matrix A+ eC — A(e)l erhilt. Aus

(A+eC—2a(e)1)x() =0
erhilt man durch Differentiation nach ¢ fiir & = 0
(C=2(0) 1)x(0) + (A= 2(0) 1)x'(0) =0
und daraus, wegen y(0)" (A—1(0) 1) =0,
y()"™(C —2(0) 1)x(0) = 0,
also wegen y(0)Hx(0) # 0

y"Cx
2 (0) = , =y(0), x=x(0),
O =i y = y(0) (0)
was zu zeigen war. O
Bezeichnet man fiir die euklidische Norm || - ||, mit
H
X
cos(X, y) := y

X112 11yll2
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den Kosinus des Winkels zwischen X und Yy, so folgt aus dem letzten Resultat
die Abschitzung

lyHCx| _ _luby(©)
Iyll2 1Xll2 [ cos(X, V)| ~ | cos(x, y)|
Die Empfindlichkeit von A wird also umso groBer sein, je kleiner | cos(X, )|
ist. Fiir Hermitesche Matrizen ist (bis auf Vielfache) stets X = y, und daher
|cos(X, ¥)| = 1: Dies steht im Einklang mit Satz (6.9.7), nach dem die
Eigenwerte Hermitescher Matrizen relativ stérunempfindlich sind.

Dieser Satz besagt, da3 ein Eigenwert A von A, der nur einfache Null-
stelle des charakteristischen Polynoms ist, in dem Sinne unempfindlich ge-
gen Storungen A — A+ ¢C ist, als es fiir den entsprechenden Eigenwert
A(e) von A+ eC eine Konstante K und ein gy > 0 gibt mit

|A(e) —A| <K el fiir [e] < e&o.

o] =

Fiir schlecht konditionierte Eigenwerte A, d.h. falls die zugehdrigen Links-
und Rechseigenvektoren fast orthogonal sind, ist K jedoch sehr groB.

Diese Aussage bleibt noch richtig, falls der Eigenwert A zwar mehrfache
Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A ist, aber nur lineare Ele-
mentarteiler zu A gehodren. Falls jedoch nichtlineare Elementarteiler zu A
gehoren, wird diese Aussage falsch. Man kann fiir diesen Fall folgendes
zeigen [vgl. Aufgabe 29]:

Seien (u — )™, (W — )2, ..., (W—=2)", v = vy = -+ = v,
die zum Eigenwert A von A gehorigen Elementarteiler. Dann besitzt die
Matrix A + ¢C fiir geniigend kleines ¢ Eigenwerte Aij(e), i =1, ..., o,
0 =V +--- 4 v, fiir die mit einer Konstanten K gilt

(6.9.11) [Ai(e) — Al < Klel"™ fir i=1,...,0, [e] <e.

Dies hat folgende numerische Konsequenz: Wendet man fiir die praktische
Berechnung der Eigenwerte einer Matrix A (mit lub(A) = 1) ein gutarti-
ges Verfahren an, so lassen sich die verfahrensbedingten Rundungsfehler
so interpretieren, als habe man statt mit A mit einer abgednderten Aus-
gangsmatrix A+ AA, lub(AA) = Of(eps), exakt gerechnet. Gehéren zum
Eigenwert A; von A nur lineare Elementarteiler, so stimmt der berechnete
Niaherungswert A; fiir A; bis auf einen Fehler der Ordnung eps mit A; {iberein.
Gehoren dagegen zu A; Elementarteiler hochstens v-ten Grades, mufl man
mit einem Fehler der GréBenordnung eps'/” fiir A; rechnen.

Zur Herleitung eines typischen Einschliefsungssatzes beschrinken wir
uns auf den Fall der euklidischen Norm

Il = VXHx = 3 1xP2
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und beweisen zundchst fiir eine Diagonalmatrix D = diag(dy, ..., d,) die
Formel
. IDX]l2 .
min = min |d;].
X£0 [1Xl2 !

In der Tat ist fiir alle X # 0
IDx|13 _ il 1 |di |2
113 i Ixil?
Ist |d;| = min; |d;|, so wird diese untere Schranke erreicht fiir X = € ( = j-

ter Einheitsvektor). Ist weiter A eine normale Matrix, d.h. eine Matrix, die
sich mit einer unitiren Matrix U auf Diagonalform transformieren 148t,

> min|d; |%.

A=U"DuU, D = diag(dy,....dy), d =Ai(A),
und ist f (1) ein beliebiges Polynom, so ist
f(A) =U"f(DU
und aus der unitiren Invarianz von ||X||; = ||UX||, folgt sofort fiir alle X # 0

If(Ax]l2  URFDUX], [ f(D)UX], ,
= = > min | f(d)|

X112 X112 U]l I<i<n
= min | f (% (A)].

1<i<n

Es folgt somit [vgl. z. B. Householder (1964)]

(6.9.12) Satz: Sei A eine normale Matrix, f (L)) ein beliebiges Polynom und
X # 0 ein beliebiger Vektor. Dann gibt es einen Eigenwert A(A) von A mit

)] < I (AX|2
(.

Wihlt man insbesondere fiir f das lineare Polynom

xH Ax
f) =h— e = — 20
X7X 0,0
wobei )
pic=x"(AM) A%, ik=0,1,2,...,
so folgt wegen
Mik = [Akii

sofort
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||f(A)x||§=x”<AH —w|><A—@|>x

0,0 40,0
M1,0M0,1 M1,0M0,1 Mo,1M41,0
=M1 — - + 3 - Ho,0
o0 0,0 0.0
M0,141,0
= M1,1 — .
M0,0

Also gilt der

(6.9.13) Satz (Weinstein): Ist A normal und X # 0 ein beliebiger Vektor,
so liegt in dem Kreis

y ‘ )A _ Mol ’ N H1,000,1/ 10,0
Koo ! 40,0

mindestens ein Eigenwert von A.
Der Quotient jtg.1/1t0.0 = X7 Ax/xH X heiBt iibrigens der zu X gehdrige
Rayleigh-Quotient

von A. Der letzte Satz wird insbesondere im Zusammenhang mit der
Vektoriteration benutzt: Ist X ndherungsweise gleich X;, einem Eigenvektor
zum Eigenwert A,

X~ X, AX; = AX,

so ist der zu X gehdrige Rayleigh-Quotient x™ Ax/xHx i.a. ein sehr gu-
ter Ndherungswert fiir A;. Satz (6.9.13) gibt dann an, wie weit dieser
Niherungswert X" Ax/xHx von einem Eigenwert von A hochstens entfernt
ist.

Die Menge
H

G[A]:{X X)x;éo}

xHx
aller Rayleigh-Quotienten heilit der Wertebereich der Matrix A. Wéhlt man
x als Eigenvektor von A, so folgt sofort, dal G[A] die Eigenwerte von A
enthélt. Hausdorff hat dariiber hinaus gezeigt, dal G[A] stets konvex ist.
Fiir normale Matrizen
Al 0
A=U"AU, A= , Utu =1,

gilt sogar
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y" Ay
oo
= {M|M=Z"fi)\i’ 7 >0, Zri :1}.

i=1 i=1

Das heil3t, fiir normale Matrizen ist G[A] gleich der konvexen Hiille der
Eigenwerte von A.

xHUH AUX
xHUHUX

G[A] = {

M
s VM GIA] A
/)
Ag
O\ NI,
Ay

Fig. 2. Wertebereich einer normalen Matrix

Fiir eine Hermitesche Matrix H = H" = U" AU mit den Eigenwerten
Al > Ay > .-+ > A, erhalten wir so das Resultat (6.4.3) zuriick, das A;
und X, durch Extremaleigenschaften charakterisiert. Eine dhnliche Charak-
terisierung auch der tibrigen Eigenwerte von H wird durch folgenden Satz
gegeben:

(6.9.14) Satz (Courant, Weyl): Fiir die Eigenwerte ,y > Ay > --- > Ap
einer N-reihigen Hermiteschen Matrix H gilt fiiri =0, 1, ..., n—1

. xHHx
Aiy1 = min max Ao
Vi, HECT  0#£xeCh: xH[yp,...y]=0 X X

Beweis: Fiir beliebige yi, ..., ¥ € C" definiere man w(yy,...,Yi)
durch

wyi, ..., y) :=max{x"Hx | x e C": xMy, =0 fiir j <i, x"x =1}
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Sei ferner X, ..., Xn ein Satz von n orthonormalen Eigenvektoren von H
zu den Eigenwerten ; [s. Satz (6.4.2)]: HXj = Ajxj, X' xc = &« fiir |,
k=1,2,....,n. Firy; :=%, j =1, ..., 1 lassen sich dann alle x € C"
mit X"y, =0, j =1,...,i, x"x =1, in der Form

X = Pit1Xi41 + -+ PnXn, Z|Pk|2= 1

k>i
darstellen, so daB fiir diese X wegen Ax < Ajyq fir k> 1 + 1 gilt
XTHX = (041X 41 + -+ ooXn) T H (01X 41 + -+ + onXn)
= |pi+1l A1 + - + |pnl*an
< dist1(1pic1 P + -+ onl?) = i,

wobei fiir X := Xj;| Gleichheit herrscht. Also ist
MKty ey Xi) = Ajr
Andererseits besitzen fiir beliebige Yy, ..., ¥i € C" die Teilrdume

E:={xeC"|x"y, =0 firj <i},
Fo={ i< e | p€C}

die Dimensionen dimE > n —i, dimF =i + 1, so daB dimFNE > 1
ist und es einen Vektor X € F N E mit XOH Xo = 1 gibt. Also ist wegen
Xo = p1Xi + -+ pi1Xi41 € F

LY, - V) = X HX = 11 PA1 + -+ + pis P A4
> (lo1 > 4+ lpie1Dricr = Aig O

Definiert man fiir eine beliebige Matrix A

1 1
H, = E(A+ A", Hy = E(A_ A,

so sind H;, H, Hermitesch und es gilt
A= H; +iH,.

(H;, H; werden auch mit Re A bzw. Im A bezeichnet; man beachte aber,
daB die Elemente von Re A i. a. nicht reell sind.)
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Fiir jeden Eigenwert A von A gilt wegen A € G[A] und (6.4.3)

xH Ax 1 xHAx +xHAMHx
Re A < maxRe o = max —
X£0 xAx x£0 XX 2
xH H;x
= maxT = )‘-max(Hl)a
x#0 XX
H Ax
ImA < maxIm = Amax (H2).

X#£0
Schitzt man Re A, Im A analog nach unten ab, so folgt der

(6.9.15) Satz (Bendixson): Zerlegt man eine beliebige Matrix A in A =
Hy 4+ iHy, wo Hy und H, Hermitesch sind, so gilt fiir jeden Eigenwert X
von A

)\min(Hl) <Rel =< )Lmax(Hl)’
)"min(HZ) < Ima =< )\max(H2)~

Alle diese Abschitzungen fiihren sofort zu Abschitzungen fiir die Null-
stellen eines Polynoms

P(A) = aA" + - - + a, a # 0.

Zu p gehort ja die Frobeniusmatrix

0 =Y
1 0 -V a
F = . , mit y = —,
Lo ' an
0 1 —Vn-1

die (1/a,)(—1)"p(1) als charakteristisches Polynom besitzt. Insbesondere
erhilt man aus dem Satz (6.9.1) von Hirsch mit lub,(A) = max; ), |& |
angewandt auf F bzw. FT die folgenden Abschitzungen fiir alle Nullstellen

Ak von p()\)
an ’ n— ( ‘ai ')}’

(@) |Akl < max{ —
an .

n—1

(b) Akl < maX{l,
i=0
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Beispiel: Fiir p(A) = A3 — 242 4 2 — 1 erhilt man
(@) [Aj] <max{1,2,3} =3,
(®) |2i] <max{l,1+ 142} =4

In diesem Fall ergibt (a) eine bessere Abschétzung.

Ubungsaufgaben zu Kapitel 6

1. Man gebe fiir die Matrix

0 0

das char. Polynom, das Minimalpolynom, ein System von Eigen- und Haupt-
vektoren und die Frobeniussche Normalform an.

2. Wie viele paarweise nicht dhnliche 6 x 6-Matrizen mit dem folgenden char.
Polynom gibt es:

pG) =B =11 -’
3. Welche Eigenschaften haben die Eigenwerte von

positiv definiten/semidefiniten,
orthogonalen/unitéren,
reell schiefsymmetrischen (AT = —A)

Matrizen? Man gebe das Minimalpolynom einer Projektionsmatrix A = A? an.

4. Man bestimme fiir die Matrizen

a) A=uv', u,veR,

b) H=1—2ww", whw=1, weCn,
000 1
1000

OP=15 100
0010

die Eigenwerte Aj, die Vielfachheiten oj und pj, das char. Polynom ¢(w), das
Minimalpolynom ¥ (u), ein System von Eigen- bzw. Hauptvektoren und eine
Jordansche Normalform J.
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5. Firu,v,w,zeR", n> 2, sei

A=uw" +wz'.

a) A1, Ay seien die Eigenwerte von
. vu vTw
T Zu Tw |
Man zeige: A hat die Eigenwerte A1, A und 0.

b) Wie viele (linear unabhingige) Eigen- und Hauptvektoren kann A haben?
Welche Typen der Jordanschen Normalform J von A sind mdglich? Man

gebe J speziell fiir A=0an!

6. a) Man zeige: A ist Eigenwert von A genau dann wenn —X Eigenwert von B

ist, wenn
31 0 =81 »n 0
A—| B & . B.—| B2 =8
Yn Yn
0 Bn dn 0 Bn —dn

b) Fiir die relle symmetrische Tridiagonalmatrix

81 ¥ 0
8
A_ |7 &
' . n
0 Yn On
gelte
8i = —dny1-i, i=1,...,n,
Yi = Vnd+2—i» i=2,...,n.

Man zeige: Mit A ist auch —) Eigenwert von A. Was folgt daraus fiir die
Eigenwerte von Matrix (6.6.5.9))?

¢) Man zeige, da3 die Eigenwerte der Matrix

0 »m 0
A=|» O

. ¥n

0 Yn 0

symmetrisch zu 0 liegen und daf}

1k 2 2 2 _
det(A):{( D12 1yal?... Iyl falls n gerade, n =2k,
0 sonst.
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7. C sei eine reelle n x n-Matrix und

xTCx

f(X) = W fiir XER”, X;éO.

Man zeige: f ist stationdr an der Stelle X 7 0 genau dann, wenn X Eigenvektor
von %(C +CT) mit f(%) als zugehdrigem Eigenwert ist.

8. Man zeige:

a) Ist Anormal mit den Eigenwerten Aj, |A1| > --- > |Anl, und den singuldren
Werten oj so gilt

o = [Ail, i=1,...,n,
lubz (A) = [A1] = p(A),
A
condy (A) = H =p(A)p(A~YH  (falls A! existiert).
n

b) Fiir jede n x n-Matrix A gilt

(lubz(A))2 = Tuby (AP A).

9. Man zeige: Ist A eine normale n x N-Matrix mit den Eigenwerten A;,
Ml = - = [l
und sind U, V unitidr, so gilt fiir die Eigenwerte pj von U AV
A1l = lpil = |Anl.
10. B sei eine n x m-Matrix. Man beweise:
In B
M= [ } positiv definit < p(B"B) <1
BH Im
(In, Im Einheitsmatrizen, p(B™ B) = Spektralradius von B B).

11. Man zeige fiir n x n-Matrizen A, B:
a) |Al = |B| = luby(|A]) < luba(|B)),
b) luba(A) < luba(|A]) < /N - luby(A).
12. Inhalt der folgenden Aufgabe ist die Behauptung in Abschnitt 6.3, da3 eine

Matrix dann schlecht konditioniert ist, wenn 2 Spaltenvektoren ,.fast linear
abhingig* sind. Fiir die Matrix A= (a,...,an), 8 € R",i =1, ..., n, gelte

-
la; &l > llaill2 lazll2 (1 — &), 0<e<l,

(d.h. a; und &, schlieBen einen Winkel ¢ mit 1 — ¢ < |cosx| < 1 ein). Man
zeige: A ist singuldr oder es gilt condy(A) > 1/./¢.
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. Abschitzung der Funktion f (n) in Formel (6.5.4.4) fiir Gleitpunktarithmetik der
relativen Genauigkeit eps: A sei eine N x N- Matrix in Gleitpunktdarstellung,
G; eine Eliminationsmatrix vom Typ (6.5.4.1) mit den wesentlichen Elementen
li,j. Die lj, j entstehen durch Division von Elementen aus A, sind also mit einem
relativen Fehler von maximal eps behaftet. Man leite mit den Methoden von
Abschnitt 1.3 die folgenden Abschitzugen her (héhere Potenzen eps', i > 2,
sind zu vernachldssigen):

a) luboo[gl(GflA) - G;IA] < 4epslubg (A),
b) lubso[gl(AG)) — AGj] < (N — | + 2) epslubeo (A),
c) 1uboo[gl(Gj_1AGj) - G]-‘IAGJ-] <2(n— ] +6) eps lubso (A).
Konvergenzverhalten der Vektoriteration: A sei eine reelle symmetrische n x
n-Matrix mit den Eigenwerten Aj mit |A;| > |A2] > --- > |Ay| und den
zugehdrigen Eigenvektoren Xi, ..., Xn mit xiT Xk = &j k. Ausgehend von einem
Startvektor Yy mit xir Yo # 0 werde berechnet
Ayk
Vk+1 = ———, fur k=0,1,2,...
Il Aykll
mit einer beliebigen Vektornorm || - ||, parallel dazu die Groflen
AYK)i .
Goi= M i falls (o £0,
(i
und der Rayleigh-Quotient
Y Ak
=T,
Yk Yk

Man beweise:

K
a) QK,i=)»1|:1+O<<it2> )} firalle i mit (xp)i #0,
1
L\
b) rk=x1[1+o<(2> )}
Al

In der reellen Matrix

* X% ¥ O *
* ¥ = % ¥
* %X % ¥

* ¥ ¥ ¥

21

stellen die Sterne Elemente vom Betrag < 1/4 dar. Die Vektoriteration werde
mit A und dem Startvektor Yy = €5 durchgefiihrt.
a) Man zeige, dall es als Startvektor ,,geeignet” ist, d.h. dafl die Folge yi in

Aufg. 14 tatsichlich gegen den Eigenvektor zum betragsgrofiten Eigenwert
von A konvergiert.
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b) Man schitze ab, wieviel richtige Dezimalstellen rys gegeniiber rg gewinnt.
16. Man beweise: lubso(F) < 1 = A := | + F besitzt eine Dreieckszerlegung
A=L-R
17. Die Matrix A sei nichtsinguldr und besitze eine Dreieckszerlegung A = L -
R(ii = 1). Man zeige:
a) L und R sind eindeutig bestimmt.
b) Fiir eine obere Hessenbergmatrix A hat L die Form

1 0
* 1

L= . ,
0 *A 1

und RL ist eine obere Hessenbergmatrix.
c) Wenn A Tridiagonalmatrix ist, besitzt L die Form wie in b),

* % 0

R= )
*
0 *

und RL ist eine Tridiagonalmatrix.

18. a) Welche Matrizen von oberer Dreiecksgestalt sind zugleich unitér, welche
reell-orthogonal?

b) Wie unterscheiden sich verschiedene OR-Zerlegungen einer nichtsinguldren
Matrix voneinander? Gilt das Resultat auch fiir singuldre Matrizen?

19. Man beweise die Formeln (6.6.5.3) fiir das QR-Verfahren mit Shifts.

20. a) Gegeben sei eine obere Dreiecksmatrix

A * .
R—[O )\2] mit Ay # Ap.

Man bestimme eine Givensrotation §2, so daf}

wreo=[3 ]

Hinweis: §2e; mufl Eigenvektor von R zum Eigenwert A sein.

b) Wie kann man eine obere Dreiecksmatrix R mit rxx = A, K =1, ...,
N, unitdr in eine obere Dreiecksmatrix R = U H RU, U Hu = I , mit der
Diagonalen diag(Aj, A1, ..., Ai—1, Ai4+1, .-, An) transformieren?
21. A sei eine normale n x N-Matrix mit den Eigenwerten A1, ..., An, A = QR,
Q"Q=1,R= (ri k) obere Dreiecksmatrix. Man beweise:

min [Aj| < |rjj| < max [Aj], i=1...,n
I I
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22. Man fiihre einen QR-Schritt mit der Matrix A = [g "i] aus,
a) ohne Shift,
b) mit Shift k = 1, d.h. nach Strategie (6.6.5.7a).

23. Effekt eines QR-Schrittes mit Shift bei Tridiagonalmatrizen:

st o» 0
A= v & —
.on
0 n dn
n #0, i=2,...,n
Mit A werde ein QR-Schritt mit dem Shiftparameter k = 8, ausgefiihrt,
5 v 0
y/ 8/
A—8l =QR— RQ+6yl = A= | "2 2
R 4
0 Yn dn

Man zeige: Wenn d := min; |Aj (B) — &n| > 0 ist, gilt

|Vn|3
d2 ’
Hinweis: Q = Produkt geeigneter Givens-Rotationen, Anwendung von Aufg.

21.
Beispiel: Was erhélt man fiir

|J/n|2
Iyl < 16 — &nl < q

24, Ist die Shiftstrategie (6.6.5.7a) beim QR-Verfahren fiir reelle Tridiagonalmatri-
zen des Typs

) 0
2 6

. . Vn
0 Yn )

sinnvoll? Man beantworte diese Frage mit Hilfe von Aufg. 6.c) und der fol-
genden Tatsache: Ist A reell symmetrisch, tridiagonal und sind alle Diagonal-
elemente 0, so gilt dies auch nach einem QR-Schritt.
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25. Man berechne durch Abschétzung (Gerschgorin) der Eigenwerte fiir die Matrix

52 0.6 22
A=106 64 05
22 05 47

eine obere Schranke fiir cond, (A).
26. Man schitze die Eigenwerte folgender Matrizen moglichst genau ab:

a) die Matrix A in Aufg. 15.

1 1073 1074
b) 103 2 1073
107% 1073 3

Hinweis: Satz von Gerschgorin in Verbindung mit der Transformation A —
D—'AD, D eine geeignete Diagonalmatrix.

27. a) A, B seien quadratische Hermitesche Matrizen und

H |: A C]
~lcH BY
Man zeige: Zu jedem Eigenwert A(B) von B gibt es einen Eigenwert L(H)
von H mit
[2(H) = 2(B)| = VubyCHC).

b) Man wende a) auf den praktisch wichtigen Fall an, dal H eine Hermitesche,
fast zerfallende* Tridiagonalmatrix der Gestalt

R 0]
* ok
%
* % & )
H = , |ée] klein,
& * %
* ok
. L%
L0 * ok

ist . Wie lassen sich die Eigenwerte von H durch die von A und B
abschétzen?

28. Man zeige: Ist A = (g k) Hermitesch, so gibt es zu jedem Diagonalelement
;i einen Eigenwert A(A) von A mit

) —aii] = [>1a
j#
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29. a) Man beweise fiir die v x v-Matrix

Al 0

Cv ()\) =
o
0 A
mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin und geeigneter Skalierung mit Diago-

nalmatrizen: Fiir die Eigenwerte Aj (¢) der abgeénderten Matrix C, (1) +¢F
und geniigend kleines ¢ gilt

’xi () —x‘ < K‘el/"

mit einer Konstanten K. Man zeige durch spezielle Wahl der Matrix F,
daB der Fall A (¢) — A = O(e!/V) mdglich ist.

b) Man beweise das Resultat (6.9.11) (Transformation von A auf Jordannor-
malform).

30. Man gebe den Wertebereich G[A] = {x™ Ax | x"x = 1} an fiir
11 0 0
11 0 0
A= 0 0 -1 1
00 -1 -1
31. Man zerlege die Matrizen
L 2 541 1-2i
S R T A A PR R
1+ 2i 1 —i

in Hy 4 i Hy mit Hermiteschem Hy, Hy (i2 = —1).

32. Man bestimme mit den Sétzen von Gerschgorin und Bendixson moglichst kleine
EinschlieBungsgebiete fiir die Eigenwerte von

3. 1.1 —-0.1
A=1[09 150 =21
0.1 —-19 195
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7 Gewohnliche Differentialgleichungen

7.0 Einleitung

Sehr viele Probleme aus den Anwendungsgebieten der Mathematik fithren
auf gewohnliche Differentialgleichungen. Im einfachsten Fall ist dabei eine
differenzierbare Funktion y = y(X) einer reellen Verdnderlichen X gesucht,
deren Ableitung y'(X) einer Gleichung der Form y'(x) = f (X, y(X)) oder
kiirzer

(7.0.1) y=fXxy

genligt; man spricht dann von einer gewéhnlichen Differentialgleichung. Im
allg. besitzt (7.0.1) unendlich viele verschiedene Funktionen Yy als Losungen.
Durch zusitzliche Forderungen kann man einzelne Losungen auszeichnen.
So sucht man bei einem Anfangswertproblem eine Losung y von (7.0.1),
die fiir gegebenes Xy, Vo eine Anfangsbedingung der Form

(7.0.2) y(Xo) = Yo

erfullt.
Allgemeiner betrachtet man auch Systeme von n gewohnlichen Differen-
tialgleichungen

Y10 = f106G y1(X), - .., (X)),
Y, (X) = f2(X, yi1(X), ..., Yn(X)),

Ya(¥) = fa(X, Y1(X), ..., Yn(X)),
fiir n gesuchte reelle Funktionen Y; (X),i = 1, ..., n, einer reellen Variablen.
Solche Systeme schreibt man analog zu (7.0.1) vektoriell in der Form
(7.0.3)
vi fL(X, yi, ... Yn)
y=1xy, y:=|1], fxy:= :
Yn fa(X, Vi, ... Yn)
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Der Anfangsbedingung (7.0.2) entspricht dabei eine Bedingung der Form
Yio

(7.0.4) y(Xo) = Yo =
Yno

Neben gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung (7.0.1), (7.0.3),
in denen nur Ableitungen erster Ordnung der unbekannten Funktion y(X)
vorkommen, gibt es gewdhnliche Differentialgleichugen m-ter Ordnung der
Form

(7.0.5) Yoo = £ yx), yP 0, ... y™ V).
Man kann diese jedoch stets durch Einfiihrung von Hilfsfunktionen

Z1(X) 1 = y(X),
(x) : =y (x),

Zm(X) 1 = Y™V (x),

in ein dquivalentes System von Differentialgleichungen erster Ordnung
transformieren:

Z 2
(7.0.6) Z=| ' |= :
Zn 1 Zm

z, f(X,21,2,...,2Zm)

Unter einem Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung m-ter Ord-
nung (7.0.5) versteht man die Aufgabe, eine m-mal differenzierbare Funk-
tion Y(X) zu finden, die (7.0.5) und Anfangsbedingungen der Form

yO(x) =Vio, i=0,1,....m—1.

erfiillt.

Anfangswertprobleme werden in 7.2 behandelt.

Neben Anfangswertproblemen fiir Systeme von gewohnlichen Differen-
tialgleichungen kommen in der Praxis hiufig auch Randwertprobleme vor.
Hier soll die gesuchte Losung y(X) der Differentialgleichung (7.0.3) eine
Randbedingung der Form

(7.0.7) r(y@,y) =0

erfilllen, wobei a # b zwei verschiedene Zahlen sind und
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ri(Ur, ..., Un, V1, ..., Vp)
ru,v) = :
rn(u1, ceey uns Uiy ovey Un)
ein Vektor von n gegebenen Funktionen r; von 2n Variablen uy, ..., Uy,
Vi, ..., Up ist. In den Abschnitten 7.3, 7.4, 7.5 werden Probleme dieser Art

betrachtet.

Bei den Verfahren, die wir im folgenden beschreiben, wird nicht ein
formelméBiger Ausdruck fiir die gesuchte Losung y(X) konstruiert — dies ist
i.allg. gar nicht mdglich — sondern es werden an gewissen ausgezeichneten
Abszissen Xj, i = 0, 1, ..., Ndherungswerte n; := n(x;) fiur die exakten
Werte Vi := y(X;) bestimmt. Haufig sind diese Abszissen dquidistant, X; =
Xo-+i h. Fiir die Ndherungswerte n; schreiben wir dann auch praziser n(x;; h),
da die n; wie die X; von der benutzten Schrittweite h abhingen. Ein wichtiges
Problem wird es sein, zu priifen, ob und wie schnell bei einem Verfahren
n(X; hy)/n) fur die Nullfolge h, := (X — X¢)/n, n — oo, gegen Y(X)
konvergiert.

Fiir eine detaillierte Behandlung von numerischen Methoden zur Losung
von Anfangs- und Randwertproblemen wird auf die Spezialliteratur ver-
wiesen: Neben dem klassischen grundlegenden Buch von Henrici (1963)
seien die Biicher von Butcher (1987), Gear (1971), Grigorieff (1972, 1977),
Keller (1968), Shampine und Gordon (1975) und Stetter (1973) genannt.
Eine umfassende Darstellung auch der neueren Resultate findet man in der
zweibandigen Monographie von Hairer et al. (1993, 1991).

7.1 Einige Sitze aus der Theorie der gewohnlichen
Differentialgleichungen

Fiir spéter seien einige Resultate aus der Theorie der gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen — zum Teil ohne Beweis — zusammengestellt. Sei dazu
im folgenden [s. (7.0.3)]

y = fxy
stets ein System von n gewodhnlichen Differentialgleichungen, ||-|| eine Norm
auf dem R" und ||A| eine damit vertrdgliche multiplikative Matrixnorm
mit |[I]] = 1 [s. (4.4.8)]. Es 146t sich dann zeigen [s. z.B. Coddington
und Levinson (1955)], daB3 das Anfangswertproblem (7.0.3), (7.0.4) — und
damit speziell (7.0.1), (7.0.2) — genau eine Losung besitzt, falls f einigen
einfachen Regularititsbedingungen geniigt:

(7.1.1) Satz: Die Funktion f sei auf dem Streifen S := {(X,y)|]a < X <
b,y € R"}, a, b endlich, stetig und es gebe eine Konstante L, so daf
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(7.1.2) X, y1) — Xyl < Ly — 2l

fiir alle X € [a,b] und alle y1,y, € R" (,,Lipschitzbedingung®). Dann
existiert zu jedem X € [a, b] und jedem yy € R" genau eine fiir X € [a, b]
definierte Funktion y(X) mit:

1) y(X) ist stetig und stetig differenzierbar fiir X € [a, b];
2) y'(x) = f(x,y(x) fiir x € [a, b];
3) y(Xo) = Yo.

Aus dem Mittelwertsatz folgt leicht, da3 die Lipschitzbedingung insbe-
sondere dann erfiillt ist, wenn die partiellen Ableitungen 9f;/dy;, i, j =1,
..., 0, auf dem Streifen S stetig und beschriankt sind. Fiir spater bezeichnen
wir mit
(7.1.3) Fn(a, b)

die Menge der Funktionen f, fiir die die partiellen Ableitungen bis zur
Ordnung N auf dem Streifen S existieren und dort stetig und beschrinkt
sind. Die Funktionen f € F;(a, b) erfiillen somit die Voraussetzung von
(7.1.1).

In den Anwendungen ist f meistens auf S stetig differenzierbar, aber
hdufig sind die Ableitungen 0f; /0y; auf S unbeschrénkt. Dann besitzt das
Anfangswertproblem (7.0.3), (7.0.4) zwar noch eine Losung, doch braucht
diese nur noch in einer gewissen Umgebung U (Xy) des Startpunktes X, die
von den Startwerten (X, Yp) abhidngen kann, definiert zu sein und nicht auf
ganz [a, b] [s. Coddington, Levinson (1962)].

Beispiel: Das Anfangswertproblem

Y=y, yO) =y >0
besitzt die Losung y(X) = Yo/(1 — YoX), die nur fiir X < 1/yp erklart ist.

Satz (7.1.1) ist der grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
das Anfangswertproblem (7.0.3), (7.0.4). Wir wollen nun zeigen, daB} die
Losung eines Anfangswertproblems stetig von dem Anfangswert abhéngt:
(7.1.4) Satz: Auf dem Streifen S = {(X,y)|a < x < b, y € R"} sei die
Funktion f : S— R" stetig und geniige dort der Lipschitzbedingung

I y) = Oyl < Ly = vl
fiir alle (X, ¥;) € S'i = 1, 2. Ferner sei a < Xy < b. Dann gilt fiir die
Lésung Y(X; S) des Anfangswertproblems
y=1y, yX:s)=s
fiir a < X < b die Abschitzung

ly(x; s1) — y(x; )| < e %ljis; — s, .
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Beweis: Nach Definition von y(X; S) ist
X
y(X;8) = S+/ f(t, y(t; 9))dt.
Xo

Es folgt daher fira<x <b

yx:S) — YO $) =S —Sz+/ [F(t y(t: ) — F(t, y(t: )]t

Xo

und damit

(7.1.5) lyx;s) —yx; )l < llsi — sl +L

X
/ ly(t; s — y(t; ) dt].
Xo
Fir die Funktion
X
D(X) I=/ Iyt s) — y(t; ) [|dt
Xo

gilt @'(X) = ||y(X; S1) — Y(X; $)|| und daher wegen (7.1.5) fiir X > Xq
a(X) < lIsi — sl mit a(x) = P'(X) — LO(X).

Das Anfangswertproblem

(7.1.6) @' (X) = a(X) + LX), P(Xo) =0,

hat fiir X > Xy die Losung

X
(7.1.7) P (x) = -0 / (e,

Xo

Wegen a(X) < ||S] — S| folgt so die Abschitzung
X
0< o) <et* s — g / e 7t
Xo

1
= Tlsi = sl — 1] fir x=x
und damit das verlangte Resultat fiir X > X,
IY(X; s1) — Y(X; S| = D' (X) =aX)+ LX) < |5 — SZHeL\X*XoI.

Ahnlich geht man fiir X < X vor. O

Den letzten Satz kann man verschirfen: Die Losung des Anfangs-
wertproblems hingt unter zusitzlichen Voraussetzungen sogar stetig dif-
ferenzierbar von dem Anfangswert ab. Es gilt
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(7.1.8) Satz: Falls zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz (7.1.4) die
Funktionalmatrix Dy f (X, y) = [01;/0Y;] auf' S existiert und dort stetig und
beschrdnkt ist,

IDyfx, il =L fir (x,y)€S

dann ist die Losung Y(X;8) von Y = f(X,y), Y(Xo;S) = S, fiir alle X €
[a, b] und alle s € R" stetig differenzierbar. Die Ableitung

Iy(X; s) ay(x; s)

dor T don

Z(X;8) = Dsy(x;s)z[ } s=[o1,...,on]",

ist Losung des Anfangswertproblems (Z' = DyZ)
(7.1.9) Z' =Dy f(X,yx;sNZ, Z(xg:s) =1.

Man beachte, dall Z’, Z und Dy f (X, y(X; S)) nxn-Matrizen sind. (7.1.9)
beschreibt somit ein Anfangswertproblem fiir ein System von n? Differen-
tialgleichungen, die linear in Z sind. Formal kann man (7.1.9) durch Diffe-
rentiation der Identitdten

y(x:s) = f(X, y(X;9)), Y(X;S) =S5,

nach s erhalten.

Einen Beweis von Satz (7.1.8) findet man z. B. in Coddington, Levinson
(1955).

Fiir manche Zwecke ist es wichtig, das Wachstum der Losung Z(X) von
(7.1.9) mit x abzuschitzen. Sei dazu allgemeiner T (X) eine n x n-Matrix
und die n x N-Matrix Y (X) Losung des linearen (in Y)) Anfangswertproblems

(7.1.10) Y =TXY, Y@ =]I.

Dann kann man zeigen:

(7.1.11) Satz: Falls T(X) stetig auf [a, b] ist, so gilt mit K(X) := || T(X)||
fiir die Losung Y (X) von (7.1.10)

X
IY(X) —I']| <exp (/ k(t)dt) -1, x>a.
a
Beweis: Nach Definition von Y (X) gilt
X
Y(X) =1 +/ T@)Y(t)dt.

a

Mit
dX) = IY(X) — ]

folgt wegen [YX)|| <o (X) + || ]| = ¢(X) + 1 fiir X > a die Abschitzung
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(7.1.12) ¢ (X) S/ k(t)(¢(t) + Ddt.

Wir definieren nun eine Funktion c(X) durch die Forderung

(7.1.13) /k(t)(¢(t)+l)dt=c(x)exp(/ k(t)dt)—l, c@) = 1.

Durch Differentiation von (7.1.13) erhdlt man [c(X) ist offensichtlich diffe-
renzierbar]

K(X) (¢ (X) + 1) = ¢/(X) exp < f " k(t)dt) + K(X)C(X) exp < / ) k(t)dt)

— (0 exp ( / k(t)dt)+k(x)[1+ / k(t)(¢(t)+1>dt],

woraus wegen K(X) > 0 und (7.1.12) folgt
¢/ (X) exp ( / k(t)dt) +Kk(X) / K (@ () + Ddt = K(X)¢(X)

< k() / KOG ) + Ddt.

Man erhélt so schlieBlich ¢/(X) < 0 und daher
(7.1.14) cxX)<c(@=1 fir x=>a.

Die Behauptung des Satzes folgt nun sofort aus (7.1.12)—(7.1.14). O

7.2 Anfangswertprobleme

7.2.1 Einschrittverfahren. Grundbegriffe

Wie schon 7.1 vermuten 146t, sind die Methoden und Resultate fiir Anfangs-
wertprobleme fiir Systeme von gewdhnlichen Differentialgleichungen erster
Ordnung im wesentlichen von der Zahl n der unbekannten Funktionen un-
abhingig. Wir beschrinken uns daher im folgenden auf den Fall nur einer
gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung fiir nur eine unbekannte
Funktion (d.h. n=1). In der Regel gelten die ergebnisse jedoch auch fiir
Systeme (n > 1), sofern man Groflen wie y, f(X,Yy) als Vektoren und | - |
als Norm || - || interpretiert. Fiir das folgende setzen wir voraus, dafl das
betrachtete Anfangswertproblem stets eindeutig 10sbar ist.
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Eine erste numerische Methode zur Losung des Anfangwertproblems

(7.2.1.1) y =f(X,y), yX) =Y,

erhilt man durch eine einfache Uberlegung: Da f (X, y(x)) gerade die
Steigung y'(X) der gesuchten exakten Losung y(X) von (7.2.1.1) ist, gilt
naherungsweise fiir h # 0
X+h —yx
PEEDEIE S 1 x, y00)
oder
(7.2.1.2) y(X 4+ h) =~ y(X) + hf (X, y(X)).

Nach Wahl einer Schrittweite h # 0 erhdlt man so ausgehend von den
gegebenen Anfangswerten Xg, Yo = Y(Xo) an den dquidistanten Stellen x; =
Xo+ih, i =1, 2, ..., Ndherungswerte n; fir die Werte y; := y(x) der
exakten Losung y(X;):

No = Yo,
(72.13) firi =0,1,2,...,
o Ni+1 :=ni +hf O, ni),
Xi+1 ==X + h.

Dies ist das Polygonzug-Verfahren von Euler [s. Fig. 3].

(z3,m3)

(z1,m)

(z0,m0)

T T T2 T3 x

Fig. 3. Polygonzug-Verfahren von Euler
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Offensichtlich hiangen die Ndherungswerte n; von der Schrittweite h ab:
Wir schreiben deshalb auch préziser n(x;; h) statt ;. Die Funktion n(X; h)
ist also nur fiir

X eRy:={X+ih|i=0,12...1

bzw. fur
X — Xo

heHx:z{

n=12,.. }
definiert und zwar rekursiv durch [vgl. (7.2.1.3)]

n(Xo; h) := Yo,

n(X +h; h) == n(x; h) +h f(x, n(x; h)).

Das Eulersche Verfahren ist ein typisches Einschrittverfahren. Allgemein
sind solche Verfahren durch eine Funktion

@(x,y; h; f)

gegeben und sie erzeugen ausgehend von den Startwerten Xo, Yo Ndherungen
ni fur die Werte y; := y(X;) der exakten Losung y(X) auf analoge Weise
[vgl. (7.2.1.3)]:

no ‘= Yo,
furi =0,1,2,...,
(7.2.1.4)
Nit1 =0 +h® (X, ni;h; ),
Xi+1 = Xi +h

Bei dem Verfahren von Euler ist beispielsweise @ (X, y; h; f) := f(X, y);
hier ist @ von h unabhingig.

Im weiteren wollen wir der Einfachheit halber bei der Funktion &
das Argument f fortlassen. Wie bei dem Eulerschen Verfahren (s. oben)
schreiben wir auch préziser n(x; h) statt 7, um die Abhéngigkeit der
Niherungswerte von der Schrittweite h anzudeuten.

Seien nun X und Yy beliebig aber fest gewihlt und sei z(t) die exakte
Losung des Anfangswertproblems

(7.2.1.5) ZM) = f(t,zt), z(x) =y,

mit den Anfangswerten X, V.
Dann gibt die Funktion

zXx+h -y _.
(7.2.1.6) Ax,y;h; Hy:=1 — h fiir h £ 0,
f(X,y) fir h = 0,
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den Differenzenquotienten der exakten Losung z(t) von (7.2.1.5) zur Schritt-
weite h an, wihrend

n(x+ h; h) —n(x; h)
h

der Differenzenquotient der durch @ gelieferten Naherungslosung n(x; h)
von (7.2.1.5) ist. Wie bei @ wollen wir auch bei A im folgenden das Ar-
gument f fortlassen.

Die GroBe der Differenz (X, y; h) := A(X,y;h) — &(X, y; h) gibt
an, wie gut die exakte Losung der Differentialgleichung (7.2.1.5) die Glei-
chung des Einschrittverfahrens erfiillt: Sie ist ein Mal} fiir die Giite des
Niherungsverfahrens. (X, y; h) wird lokaler Diskretisierungsfehler an der
Stelle (X, y) des betreffenden Verfahrens genannt. Fiir eine verniinftige Ein-
schrittmethode wird man

D(X,y; h) =

limz(x,y;h) =0
h—0

verlangen. Wegen limp_0 A(X, y; h) = f(X, y) ist dies dquivalent mit

(7.2.1.7) lim @(x,y; h) = f(x,y),
h—0

Man nennt @ bzw. das zugehorige Einschrittverfahren konsistent, wenn
(7.2.1.7) fur alle x € [a,b], y € R und alle f € Fi(a,b) [s. (7.1.3)]
erfiillt ist.

Beispiel: Das Eulersche Verfahren, @ (X, y; h) := f(X,y), ist offensichtlich
konsistent. Dieses Resultat 148t sich verschérfen: Wenn f geniigend oft stetig partiell
differenzierbar ist, 1dBt sich abschétzen, wie schnell t(X, y; h) mit h gegen 0 geht.
Dazu entwickle man die Losung z(t) von (7.2.1.5) in eine Taylorreihe um den Punkt
t=x:

2 P
z(x + h) = z(X) + hZ (x) + %z”(x) 4+t %z(p)(x +6h), 0<6<l1.
Nun ist wegen z(X) =y, Z(t) = f(t, z(t)),

d

Z'(x) = af(t, Z(1)) lt=x= fx(t, Z(1)) lt=x + fy(t, ZEDZ (1) lt=x
=KXy + fyx, Yy,
Z"(X) = fax(X, Y) + 2 Fxy(X, Y) (X, y) + fyy(X, ¥) F (X, )2 + fy(x, )Z'(x)
usw. und daher
h hP-1
A, y; h)y =Z(x) + 5z”(x) +o b —— 2P (x 4 6h)
(7.2.1.8) L p:
= f(x, y)+§[fx(x, Y+ fyxyfxyl+--- .
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Fiir das Eulersche Verfahren, @ (X, y; h) := f (X, y), folgt
h
Xy = Ay h) = @,y ) = S y) + iy FXGyT -

= 0o(h).

Allgemein spricht man von einem Verfahren der Ordnung p, falls
(7.2.1.9) (X, y; h) = O(hP)

fiir alle X € [a,b], y e R und alle f € Fy(a, b) gilt.

Das Eulersche Verfahren ist also ein Verfahren erster Ordnung.

Das letzte Beispiel zeigt, wie man einfach Verfahren héherer Ordnung
gewinnen kann: Man nehme dazu als @ (X, y; h) Abschnitte der Taylorreihe
(7.2.1.8) von A(X,Yy; h). Z.B. wird durch

h
7.2.1.10 ¢admy:uxw+ﬂ&mw+wadﬁumﬂ

ein Verfahren zweiter Ordnung geliefert. Die so gewonnenen Methoden
hoherer Ordnung sind aber kaum brauchbar, da man in jedem Schritt
Xi, mi) = (Xit1, ni4+1) zusdtzlich zu f auch noch partielle Ableitungen
fx, fy etc. von f berechnen muf.

Einfachere Verfahren hoherer Ordnung erhdlt man z. B. mit Hilfe des
Ansatzes

(7.2.1.11)  @(x,y;h):==a f(X,y) + & f(x+ pih,y+ phf(x, y)),

wenn man die Konstanten a;, &, p;, P, so bestimmt, daf3 die Taylorentwick-
lung von A(X, y; h) — @ (X, y; h) nach h mit einer moglichst hohen Potenz
anfingt. Fir @ (X, y; h) (7.2.1.11) hat man folgende Taylorentwicklung

D(x,y:h) = (@ + &) f (X, y) + &h[p; fx (X, y)
+ P2 fy(x, ) F(x, )]+ O(h?).
Ein Vergleich mit (7.2.1.8) ergibt die Bedingungen
ata=1 ap=3 ap=3
fir Verfahren zweiter Ordnung. Eine Losung dieser Gleichungen ist
a=3 a=3 p=1, p=1
und man erhélt das Verfahren von Heun (1900),

(7.2.1.12) DX, y; h) = %[f(x, y)+ f(x+h,y+hf(x, y)]l,

=
=
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das pro Schritt lediglich die zweimalige Auswertung von f erfordert. Eine
andere Losung ist

a=0 a=1, p=3 p=1,
die auf ein modifiziertes Euler-Verfahren (Collatz (1969)) fiihrt
(7.2.1.13) o(x,y;h) =1 (x+ 0, y+0fx,y),

das wiederum von zweiter Ordnung ist und pro Schritt zwei Auswertungen
von f erfordert.

Das klassische Verfahren von Runge-Kutta (1895) erhilt man aus einem
etwas allgemeineren Ansatz fiir @ als (7.2.1.11). Es hat die Form

(7.2.1.14) D (X, y; h) = é[kl + 2ky 4+ 2k3 + k4]
mit

ki .= f(x,y),

ky ;= f (X + %h, Y+ %hkl),

k3 = f (X + %h, Y+ %hkz),
ky := f(x+ h, y+ hks).
Durch (miihsame) Taylorentwicklung nach h findet man fiir f € F4(a, b)

(X, y; h) — A(x, y; h) = O(h).

Damit ist das Verfahren von Runge-Kutta ein Verfahren vierter Ordnung.
Pro Schritt sind bei ihm vier Auswertungen von f erforderlich.
Hingt f(X,y) nicht von y ab, so ist die Losung des Anfangwertpro-
blems
Y=, y) =Y

gerade das Integral y(X) = Yo + fx); f(t)dt. Das Verfahren von Heun
entspricht dann der Approximation von Y(X) mittels Trapezsummen, das
modifizierte Euler-Verfahren der midpoint-rule und das Verfahren von
Runge-Kutta der Simpson-Regel [s. 3.1].

Alle Verfahren dieses Abschnitts sind Beispiele von mehrstufigen
Runge-Kutta-Verfahren:

(7.2.1.15) Definition: Ein s-stufiges (explizites) Runge-Kutta-Verfahren ist
ein Einschrittverfahren, dessen erzeugende Funktion ®(X,Y;h; ) durch
endlich viele reelle Zahlen B ; mit 2 <i <sund 1 < j <i — 1, sowie C,
C, ..., Cs, @2, @3, ..., s folgendermafen definiert ist:

(X, y;h; ) :=ciki + - 4 Csks,

wobei
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ki :== f(Xx,y),
ky ;== f(X+axh, y+ hBark)),
ks ;= f (X + a3h, y + h(Bsi1ki + B32k)),

ks := f(X+ash, y+h(Bsiki + - - + Bss—1ks—1)).

Man symbolisiert diese Verfahren mit Butcher (1964) anhand des Ta-
bleaus

0
o Ba1

o3 B3 B3
(7.2.1.16) :

Us Bst Pas ... ﬁs,s—l
cC & ... GC-1 G

In Abschnitt 7.2.5 werden weitere solche Verfahren beschrieben.

Butcher (1964) hat diese Verfahren systematisch analysiert; von ihm,
Fehlberg (1964, 1966, 1969), Shanks (1966) und vielen anderen sind Ver-
fahren von hoherer als vierter Ordnung angegeben worden; zusammenfas-
sende Darstellungen findet man bei Grigorieff (1972) und Stetter (1973),
insbesondere aber bei Hairer, Norsett und Wanner (1993).

7.2.2 Die Konvergenz von Einschrittverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir das Konvergenzverhalten der von einem
Einschrittverfahren gelieferten Niherungslosung n(x; h) fir h — 0 unter-
suchen. Dazu sei f € Fi(a, b), y(X) die exakte Losung des Anfangswert-
problems (7.2.1.1), ¥ = f(X,y), Y(Xo) = VYo, und das Einschrittverfahren
durch die Funktion @ (X, y; h) gegeben,

Mo = Yo,
fuir i=0,1,...:
N1 :=ni +h®@ i, ni; h),
X1 := X + h.
Fir X € Ry := {Xo +ih |i =0,1,2,...} liefert es die Ndherungslosung

n(x; h), n(x; h) := 5, falls X = Xy + ih. Wir interessieren uns fiir das
Verhalten des globalen Diskretisierungsfehlers

e(x; h) :=n(x; h) — y(x)
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bei festem X fir h — 0, h € Hy := {(X —Xp)/n|n=1,2,...}. Da e(x; h)
wie n(X; h) nur fiir h € Hy definiert ist, bedeutet dies die Untersuchung
der Konvergenz von e(X; h,) fiir die spezielle Schrittweitenfolge hp :=

(X—Xg)/n,n=1,2,... . Wir nennen das Einschrittverfahren konvergent,
falls
(7.2.2.1) lim e(x; hy,) =0

n—oo

fiir alle X € [a, b] und fiir alle f € F(a, b).
Wir werden sehen, da fiir f € Fy(a, b) Verfahren der Ordnung p > 0
(7.2.1.9) konvergent sind und fiir sie sogar gilt

e(x; hy) = O(hD).

Die Ordnung des globalen Diskretisierungsfehlers ist also gleich der Ord-
nung des lokalen Diskretisierungsfehlers.
Wir zeigen zunichst den

(7.2.2.2) Hilfssatz: Geniigen die Zahlen & einer Abschdtzung der Form
&l <A +8)I&1+B, §>0, B=0, i=0,1,2,...,

so gilt
5

5
Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt sofort
&1l < (1 +6)|&| + B,

& < (14 8)*&| + B(1 +8) + B,

|&n] < €%)&] + B.

&l < 14+ )&+ B+ +8)+ (0 +8)*+---+(1+0)"

14+8)"—1
=(1+5)n|§0|+8%
v —1
< &gl + B
wegen 0 < 1+68 <€ fiir § > —1. O

Damit konnen wir folgenden Hauptsatz beweisen:
(7.2.2.3) Satz: Gegeben sei fiir Xy € [a, b], Yo € R das Anfangswertproblem
y/ = f(X, y)’ Y(Xo) = Yo,

mit der exakten Losung Y(X). Die Funktion @ sei stetig auf
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G:={xy.hla=x=b |y—yX| =y, 0=]h]<h,
wobei hy, vy > 0, und es gebe positive Konstanten M, N und p, so daf
(7.2.2.4) |@(X, yi; h) — (X, y2; )| < MIy; — vl
fiir alle (X, y;,h) € G, i =1,2, und
(7.2.2.5)  [t(X, y(X); )| = [AX, y(x); h) — @(x, y(x); h)| < N|h(P

fiir alle X € [a,b], |h| < hy. Dann gibt es ein h, 0 < h < hy, so daf3 fiir
den globalen Diskretisierungsfehler e(X; hy = n(x; h) — y(x) gilt

M|X—Xo| -1
le(x; hy)| < [hy|PN

fiir alle x € [a, b] und alle hy = (X — X)/n, N =1,2, ..., mit |hy| < h.
Fiir y = o0 ist h = hy.

Beweis: Die Funktion

@D(X,Y; h) fir (x,y,h) € G,
D (X, y(X) + y; h) firx €[a, b], |h| < hy,
d(x,y; h) = y =y +v,
@ (X, y(x) —y;h) fiir x € [a, b], [h| < h,
y<yXx) —vy,

ist offensichtlich auf G := {(x, y, h)|x € [a, b], y € R, |h| > ho} stetig und
geniigt der Bedingung

(7.2.2.6) |D(X, y1: h) — B(X, y2: )| < M]y; — s

fiir alle (X, y;, h) € G,i=1,2 und wegen @ (X, y(X); h) = @(x, y(x); h)
auch der Bedingung
(7.2.2.7)

|A(X, y(X); h) — @ (x, y(x); h)| < N|h|P fiir X € [a,b], |h| < ho.

Das durch @ erzeugte Einschrittverfahren liefere die Niherungswerte 7; :=
7(Xi; h) fir yi := y(Xi), X := X +ih:

fiie1 = il +hd(x, ;s h).
Wegen

Yie1 = ¥ +hAX, yi: h)
erhdlt man durch Subtraktion fiir den Fehler § := 7; — V; die Rekursions-
formel

(7228 ) )
€41 =6 +h[D(X, ni; h) — (X, ¥i; M+ h[D (X, yi; h) — A(X, yi; )]
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Nun folgt aus (7.2.2.6), (7.2.2.7)

D%, 711 h) = D06, yis DI < M7 — il = M8,

1A, yis ) = S (xi, yis | < NIhP,
und damit aus (7.2.2.8) die rekursive Abschétzung

8411 < (1 +[hIM)|&] + NIh[P*.
Hilfssatz (7.2.2.2) ergibt wegen & =19 — Yo =0
hiM _ 1

M

Sei nun X € [a, b], X # X, fest gewdhlt und h := h, = (X — Xg)/n, n > 0
ganz. Dann ist X5 = Xp+nh = X und es folgt aus (7.2.2.9) fiir K = n wegen
&(x; hp) = &, sofort

(7.2.2.9) |&| < N|h/P

MI|X—Xo| __ 1
(7.2.2.10) |&(x; hp)| < Nlhnlpe

fir alle X € [a, b] und hn mit |hp| < hy. Wegen [X—Xo| < |b—ajundy >0

gibt es daher ein h,0 < h < ho, mit |&(X; hp)| < Y fir alle X € [a, b],
|lhn| < h, d.h. es ist fiir |h| < h nach Definition von @

@ (i, 7jiz h) = @ (X, i; h),
so daB3 das von @ erzeugte Einschrittverfahren

Mo = Yo,
Nit1 = 0 + P (X, ni; h),

die gleichen Naherungen liefert wie @, 7 = 7, & = . So folgt aus
(7.2.2.10) die Behauptung des Satzes

Mix=xo| _ |
le(x; hy)| < Nihp|P

fiir alle X € [a, b] und alle hy, = (X — Xo)/Nn mit |h,| < h. O

Aus dem letzten Satz folgt insbesondere, da Verfahren der Ordnung
p > 0, die in einer Umgebung der exakten Losung eine Lipschitzbedingung
der Form (7.2.2.4) erfiillen, konvergent (7.2.2.1) sind. Man beachte, daf3
(7.2.2.4) erfiillt ist, wenn z.B. 0® (X, y; h)/dy in einem Gebiet G der im
Satz angegebenen Form existiert und stetig ist.

Der Satz liefert auch eine obere Schranke fiir den Diskretisierungsfehler,
die man im Prinzip ausrechnen kann, wenn man M und N kennt. Man koénnte
sie z. B. dazu benutzen, um zu gegebenem X und & > 0 die Schrittweite h
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zu ermitteln, die man verwenden miifite, um y(X) bis auf einen Fehler & zu
berechnen. Leider scheitert dies in der Praxis daran, da3 die Konstanten M
und N nur schwer zuginglich sind, da ihre Abschéitzung die Abschétzung
hoherer Ableitungen von f erfordert. Schon im einfachen Euler-Verfahren,
@ (X,y; h) = f(x,y), ist z.B. [s. (7.2.1.8) ]

N~ 3] (X, y()) + fy(x, y(0) f(x, y(x))|,
M~ |3 /dy| = |fy(X, Y)I.

Fiir das Verfahren von Runge und Kutta miifite man bereits Ableitungen
vierter Ordnung von f abschitzen!

7.2.3 Asymptotische Entwicklungen fiir den globalen
Diskretisierungsfehler bei Einschrittverfahren

Satz (7.2.2.3) legt die Vermutung nahe, daf} die Niherungslésung n(X; h),
die von einem Verfahren p-ter Ordnung geliefert wird, eine asymptotische
Entwicklung nach Potenzen von h der Form

(7.2.3.1) n(x; h) = y(x) + €,(x)hP + €5 (X)hPT! 4 ...

fir alle h = hy = (X — Xo)/n, n = 1,2, ..., mit gewissen von h un-
abhingigen Koeffizientenfunktionen e«(X), k = p, p+ 1, ..., besitzt. Dies
ist in der Tat fiir allgemeine Einschrittverfahren p-ter Ordnung richtig, wenn
nur @ (X, y; h) und f gewisse zusitzliche Regularititsbedingungen erfiillen.
Es gilt folgendes wichtige Resultat von Gragg (1963):

(7.2.3.2) Satz: Es sei f € Fyy1(a,b) [s. (7.1.3)] und n(X; h) die von einem
Einschrittverfahren der Ordnung p, p < N, gelieferte Niherung fiir die
Losung y(X) des Anfangwertproblems

y/ = f(X1 Y), Y(Xo)=VYo, Xo€ [a? b]
Dann besitzt n(X; h) eine asymptotische Entwicklung der Form
(1233 "OGW=Y00 +ep0on? + €1 00hP*! + - + ey (0h"
o + Ens1 (6 AN mit ec(xo) = 0 fiir k > p,

die fiir alle X € [a@,b] und alle h = hy, = (X —Xo)/n, n=1, 2, ..., gilt.
Dabei sind die Funktionen e(X) von h unabhdngig und differenzierbar und
das Restglied En 1 (X; h) ist fiir festes X in h = h, = (X—Xg)/n beschrdnkt,
supy | En1(X; ho)| < 00.
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Z.B. gehort zum Euler-Verfahren (7.1.2.3) wegen p = 1 eine Entwicklung
n(x; h) = y(X) + €1 (0h + & (0h? + - -+
die samtliche h-Potenzen enthilt.

Der folgende elegante Beweis stammt von Hairer und Lubich (1984).
Das Einschrittverfahren sei durch die Funktion @ (X, y; h) gegeben. Da es
die Ordnung p besitzt und f € Fyyq(a, b) gilt, hat man [s. 7.2.1]

y(X+h) —y(x) —ho(x, y; h)
= dp 1 ONPT oo b dy O 4 O(WNF2),
Wir nutzen zunichst nur
Y+ h) = y(x) — h@(x, y; h) = dp1 0OMP! 4 O(hP*2)
aus und zeigen, daf} es eine differenzierbare Funktion €y(X) gibt mit
n(x; h) — y(x) = (x)hP + O(hP*!),  ey(xp) = 0.
Wir betrachten dazu die Funktion
n(x; h) == n(x; h) — ep(x)hP,

wobei die Wahl von e, noch offen ist. Man zeigt leicht, da 7 als Resultat
eines anderen Einschrittverfahrens aufgefa3t werden kann,

A(x + h; h) = A(x; h) + hd(x, #(x; h); h),
wenn man @ durch
(X, y; h) == (X, y + €,(X)hP; h) — (ep(x + h) — ep(x))hP~!
definiert. Durch Taylorentwicklung nach h findet man
y(x+h) = y(x) —hd(x, y: h)
= [dp1 () — fy(X, y(X))&p(X) — €,()]hP*" + O(hP+?),

Das zu & gehorige Einschrittverfahren besitzt also die Ordnung p+ 1, wenn
man €, als Losung des Anfangswertproblems

€p(X) = dp+1(X) — fy(X, y(x))ep(X),  ep(Xo) =0,
wihlt. Bei dieser Wahl von g, liefert Satz (7.2.2.3) angewandt auf ¢ sofort
A0x; h) = y(x) = n(x; h) = y(x) — &00hP = O(hP*).

Eine Wiederholung der Argumentation mit d; statt ¢ usw. liefert schlieflich
die Behauptung des Satzes. O
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Asymptotische Entwicklungen der Form (7.2.3.3) sind aus zwei Griinden
wichtig. Man kann sie einmal dazu benutzen, den globalen Diskretisierungs-
fehler e(x; h) abzuschitzen: Das Verfahren p-ter Ordnung habe z.B. die
Entwicklung (7.2.3.3). Es gilt dann

e(x; h) = n(x; h) — y(x) = &(0hP 4+ O(hP*).

Hat man zur Schrittweite h den Néherungswert n(x; h) gefunden, so be-
rechne man anschlieBend mit einer anderen Schrittweite, etwa mit h/2,
fiir dasselbe X den neuen Niherungswert n(X; h/2). Fiir kleines h [und
€p(X) # 0] ist dann in erster Ndherung

(7.2.3.4) n(x; hy — y(x) = e, (x)hP,

h . hyp
(7.2.3.5) n(x, 5) —yx) = ep(x)<§> :
Die Subtraktion dieser Gleichungen ergibt
h hyp
. _ L) = _ p_
noc ) —n(x 3 ) =e00(3) @ =1,

hyp . n(x;h) —n(x; h/2)
e"(x)(E) = 20— 1

’

und man erhélt durch Einsetzen in (7.2.3.5)

n(x; h)y —n(x; h/2)
20 — ] :

Fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren (7.2.1.14) ist z.B. p = 4,
man bekommt so die hdufig benutzte Formel

h - ) —n(x;h/2)
(x 2) yeo = 15 '

Die andere, wichtigere Bedeutung asymptotischer Entwicklungen liegt
darin, daf sie die Anwendung von Extrapolationsverfahren [s. 3.4] recht-
fertigen. Wir werden spater [s.(7.2.12.7) f.] ein Verfahren kennenlernen,
dessen asymptotische Entwicklung fiir n(x; h) nur gerade Potenzen von h
enthilt, das daher fiir Extrapolationsalgorithmen besser geeignet ist [s. 3.4]
als das Euler-Verfahren. Wir verschieben deshalb die Beschreibung von
Extrapolationsverfahren bis zum Abschnitt 7.2.14.

(7.2.3.6) ,7<x; 2) —y(x) =
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7.2.4 Rundungsfehlereinflufl bei Einschrittverfahren
Bei der praktischen Durchfithrung eines Einschrittverfahrens

no = Yo,

fur i=0,1,...:
Nit1 =0 +h® (X, ni; h),
Xit1 =X +h,

(7.2.4.1)

erhélt man bei der Benutzung von Gleitpunktarithmetik (t Dezimalstellen)
der relativen Genauigkeit eps = 5 - 107" statt der ; andere Zahlen 7;, die
einer Rekursionsformel der Form

no = Yo,
fur i =0,1,...:
(7.2.4.2) G = gl(@ (X, 7li; h)),
d :=gl(h-c),

i+ = gl@i +d) =175 + h® (%, 5is h) + €y,
geniigen, wobei sich der gesamte Rundungsfehler &, in erster Ndherung
aus drei Anteilen zusammensetzt

giq1 = h® (X, 7i; M) (@it + piv1) + Ni410i41-
Dabei ist
ait1 = [gl(@ (X, 7i; ) — D (X, ;s )]/ P (X, 1i; h)

der relative Rundungsfehler, der bei der Berechnung von @ in Gleitpunk-
tarithmetik entsteht, i, der Fehler bei der Berechnung des Produktes
h . ¢ und oj;; der Fehler bei der Addition #; + di. Gewdhnlich ist in
der Praxis h eine kleine Schrittweite mit |h® (X;, 7i; h) < |7i|: es ist dann
gir1 = Ni+10i+) (sofern || < epsund |ujy| < eps), d. h. der Rundungs-
fehlereinfluBl wird in erster Linie durch die Additionsfehler i, bestimmt.

Anmerkung: Es liegt daher nahe, die Addition mit doppelter Genauigkeit (2t
Dezimalstellen) auszufiihren. Bezeichnet gl, (a+ b) die doppelt genaue Addition, 7
eine doppelt genaue Zahl (2t Dezimalstellen) und #;j := rd;(7;) die auf t Dezimal-
stellen gerundete Zahl, so lautet der Algorithmus statt (7.2.4.2) nun

1o == Yo,
fir i=0,1,...:
(7.2.4.3) ni = 1di (), ]
G = gl(@(xi, 1i; h)),
d = glh-c),

fi+1 = gh (@i +di).
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Wir wollen nun den gesamten Einflufl aller Rundungsfehler & abschit-
zen. Dazu seien y; = Yy(X;) die Werte der exakten Losung des Anfangs-
wertproblems, 7, = n(X;; h) die bei exakter Rechnung von dem Einschritt-
verfahren (7.2.4.1) gelieferte diskretisierte Losung und schlief8lich 7; die bei
t-stelliger Gleitpunktarithmetik tatsdchlich berechneten Néherungswerte fiir
die 7;, die einer Bezichung der Form

1o == Yo,
(7.2.4.4) fuir i=0,1,...:
fiv1 =i +h® X, 7ii; h) + i,
geniigen. Der Einfachheit halber setzen wir aulerdem
leiy1| <e furalle i >0

voraus. Fiir @ gelte weiter eine Lipschitzbedingung der Form (7.2.2.4)

|@(X, y1; h) = @(X, y2: )| = Mly; — ysl.

Dann folgt fiir den Fehler r (Xi; h) :=rj := i — n; durch Subtraktion von
(7.2.4.1) und (7.2.4.4)

g1 =Ti + (@i, nis h) — P (X, mi; h) + &
und daher
(7.2.4.5) [Fig1] < (1L + [h|M)|ri| + e.
Hilfssatz (7.2.2.2) ergibt wegen ro = 0

oG | < e eMix=xl _ 1
" T h| M

fiiralle X € [a, bJund h = h, = (Xx—X¢)/n,n =1, 2, ... . Der Gesamtfehler
v(Xi; h) i=v =0 =Y = @ —ni) + i —Yi) =rX;h)+ex; h)

eines Verfahrens der Ordnung p 146t sich deshalb unter den Voraussetzun-
gen des Satzes (7.2.2.3) so abschéatzen:
P eM|x—x0| -1

7.2.4.6 x;h <[NhP+ —| ————
( ) lv( )I_[||+|h|] v
fiir alle X € [a, b] und alle hinreichend kleinen h := h, = (X — %p)/n.

Diese Formel zeigt, dal der Gesamtfehler v(x; h) fiir groBes |h| zunéchst
mit |h| kleiner wird, dann aber wegen der groBeren Zahl der Rundungsfehler
wieder anwichst, wenn man |h| zu klein wahlt.
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Die folgende Tabelle illustriert dieses Verhalten anhand des Anfangswertpro-
blems

1
1+ 100x2°

Das Runge-Kutta-Verfahren (7.2.1.14) liefert bei 12-stelliger Rechnung Naherungs-
werte 1(0; h) fiir y(0) = 1 mit folgenden Fehlern:

1
y = —=200xy%, y(-1)= Top  oXakte Losung: y(x) =

h 1072 0.5 1072 103 \ 0.5-1073
v(0; h) | —0.276-10~* | —0.178 - 1073 —0.229.10—7\—0.192-10—7

h 10~ 0.5-10~% 1073
v(0;h) | —0.478-107% | —0.711-107¢ | —0.227 - 1075

Der Term g/|h| in (7.2.4.6) wird plausibel, wenn man bedenkt, daf}
man (X — Xg)/ h Einzelschritte der Schrittweite h benétigt, um von X, nach
X zu gelangen, und daf alle an und fiir sich unabhéngigen Rundungsfehler
&i durch & abgeschdtzt wurden. Die Abschdtzung ist deshalb 1. allg. viel zu
grob, um praktisch bedeutsam zu sein.

7.2.5 Einschrittverfahren in der Praxis

In der Praxis stellen sich Anfangswertprobleme meist in folgender Form:
Gesucht ist der Wert, den die exakte Losung y(X) fiir ein bestimmtes
X # Xo annimmt. Es liegt nahe, diese Losung ndherungsweise mittels ei-
nes Einschrittverfahrens in einem Schritt, d.h. durch Wahl der Schrittweite
h = X — X, zu berechnen. Fiir groes X — X, fiihrt dies natiirlich zu einem
groBen Diskretisierungsfehler e(x; h), so daB diese Wahl von h i. allg. vollig
unzureichend ist. Gewdhnlich wird man daher passende Zwischenpunkte X;,
i=1,...,k=1,% < X < -+ < Xx = X, einfithren und ausgehend von
X0, Yo = Y(Xo) die Werte y(X;) ndherungsweise berechnen. Nachdem man
einen Naherungswert Y(X;) fiir y(X;) bestimmt hat, berechne man y(Xj4)
durch einen Schritt des Verfahrens mit der Schrittweite h; := x| — X,

Y(Xit1) = Y%) +hy @(x, y(Xi); i), X =X + h.

Damit stellt sich jedoch wieder das Problem, wie die Schrittweiten h;
gewidhlt werden sollen. Da der Rechenaufwand des Verfahrens proportio-
nal der Zahl der Einzelschritte ist, wird man versuchen, die Schrittwei-
ten h; moglichst grol zu wahlen, aber nicht zu groB, um den Diskreti-
sierungsfehler klein zu halten. Im Prinzip lduft dies auf folgendes Pro-
blem der Schrittweitensteuerung hinaus: Bestimme zu gegebenen X, Yy eine
moglichst groBe Schrittweite h, so dal der Diskretisierungsfehler e(xo+h; h)
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nach einem Schritt mit dieser Schrittweite noch unterhalb einer Schranke &
bleibt. Diese Schranke ¢ sollte man nicht kleiner als K eps wihlen, wobei
eps die relative Maschinengenauigkeit und K eine Schranke fiir die Losung
y(X) in dem interessierenden Bereich ist

K~ max{|y(X)| | X € [Xo, Xo + h]}.

Eine ¢ = K eps entsprechende Wahl von h garantiert dann, daB} die gefun-
dene Néherungslosung 1(Xo + h; h) im Rahmen der Maschinengenauigkeit
mit der exakten Losung y(Xy+h) iibereinstimmt. Eine Schrittweite h = h(e)
mit

le(Xo +h;h)|~e, &> Keps,
kann man niherungsweise mit den Methoden von Abschnitt 7.2.3 bestim-
men: Bei einem Verfahren der Ordnung p gilt in erster Néherung

(7.2.5.1) e(x; h) = e,(x)hP.

Nun ist €y(X) differenzierbar und €,(Xp) = 0 [Satz (7.2.3.2)], also in erster
Néherung

(7.2.5.2) € (X) = (X — X0)&,(Xo).
Es ist damit |e(Xy + h; h)| = ¢ falls
(7.2.5.3) £ = |ep(Xo + MhP| = |hPT'e (x))].

Daraus kann man h berechnen, wenn man e/p (Xo) kennt. Einen Naherungs-
wert fiir e/p(xo) kann man aber mittels (7.2.3.6) bestimmen. Benutzt man
zunichst die Schrittweite H um n(Xo + H; H) und n(Xo + H; H/2) zu
berechnen, so gilt nach (7.2.3.6)

nX + H; H) —n(X + H; H/2)

(7.2.5.4) e(xo+ H; H/2) = T

Andererseits ist wegen (7.2.5.1), (7.2.5.2)

H\P H\P
e(xo + Hi H/2) = ep(% + H) (7) = ¢, () H <?> ,

Also folgt aus (7.2.5.4) der Schatzwert

e/(Xo)i;z—p nX+H;H)—n Xo+H'ﬂ
P HPH1 2P — 1 ’ "2

und (7.2.5.3) liefert so fiir h die Formel
2P (%o + H; H) — n(xo + H; H/2)|)1/(p+1)

h

(7.2.5.5) H .
“\2pr—1 g
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die man folgendermallen benutzen kann: Man wihle eine Schrittweite H,
berechne n(Xo+H; H), n(Xo+H; H/2) und h aus (7.2.5.5). Falls H/h > 2
ist wegen (7.2.5.4) der Fehler e(xy + H; H/2) viel groBer als das vorge-
schriebene ¢. Man sollte daher H reduzieren. Dazu ersetzt man H durch
2h, berechnet mit dem neuen H wieder n(Xo + H; H), n(Xo + H; H/2)
und aus (7.2.5.5) das zugehorige h, bis schlieflich H/h < 2 wird. Sobald
dies der Fall ist, akzeptiert man n(Xo + H; H/2) als Naherungslosung fiir
y(Xo + H) und geht zu dem néchsten Integrationsschritt iiber, indem man
Xo, Yo und H durch die neuen Startwerte Xy + H, n(Xo + H; H/2) und 2h
ersetzt [s. Fig. 4].

Beispiel: Betrachtet wurde das Anfangswertproblem

Y = 2000y, y(=3) = —
901

mit der exakten Losung y(x) = 1/(1 + 100x2). Das Runge-Kutta-Verfahren liefert
dann bei 12-stelliger Rechnung mit der angegebenen Schrittweitensteuerung folgen-

den Néherungswert n fiir y(0) = 1. Dabei wurde in (7.2.5.6) das Kriterium H/h > 2
durch die Abfrage H/h > 3 ersetzt:

Anzahl kleinste
n —y() Runge-Kutta-Schritte Schrittweite H
—0.13585 x 107° \ 1476 \ 0.1226--- x 1072

Fiir konstante Schrittweiten h liefert das Verfahren folgende Ergebnisse:

Anzahl
h n(0; h) — y(0) | Runge-Kutta-Schritte
Tig = 0.2032--- x 1072 | —0.5594 x 10~° 1476
-2 —6 3 —
0.1226 -+ x 1072 | —0.4052 x 1076 | 53—y = 2446

Eine feste Schrittweitenwahl fiihrt bei gleichem bzw. gréferen Rechenaufwand zu
schlechteren Resultaten! Im ersten Fall diirfte die Schrittweite h = 0.2032 - - - x 102
in dem ,.kritischen Bereich nahe 0 zu grof sein; der Diskretisierungsfehler wird zu
groB. Die Schrittweite h = 0.1226--- x 102 wird dagegen in dem ,harmlosen
Bereich von —3 bis nahe 0 zu klein sein; man macht unnétig viele Schritte, so daf3
zu viele Rundungsfehler anfallen.

Diese Methode der Schrittweitensteuerung erfordert die Berechnung der
beiden Néaherungswerte n(Xo + H; H) und n(Xo + H; H/2) fiir y(Xo + H),
also drei Schritte des Grundverfahrens, um eine optimale Schrittweite in X
zu bestimmen. Effizienter sind Methoden, die auf einer Idee von Fehlberg
beruhen (Runge-Kutta-Fehlberg-Methoden): Anstatt zwei Nadherungen aus
demselben Einschrittverfahren zu vergleichen, werden hier zwei Nédherungen
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:Z?():?
Yo =7
=2
Compute
n(zo + H; H)
H :=2h
n(zo + H; H/2)
h
es

H 9 Y

no
To:=xo+ H
Yo = n(zo + H; H/2)
H :=2h

Fig. 4. Schrittweitensteuerung

fiir y(Xo + H) genommen, die von einem Paar verschiedener Einschrittver-
fahren @;, @;; vom Runge-Kutta-Typus (7.2.1.15) der Ordnungen p und
p + 1 stammen,

Vir1 = Vi +hdi(x, ¥i; h),

(7.2.5.6) i a _
Vi1 = Vi + hop(x, ¥i; h),
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p
®1(x, y; h) =Y ccf(x, y; h)

(7.2.5.7) o
Bu(x, y; h) =Y &f(x, yi h),
k=0
wobei firk=0,1, ..., p+1
k—1
(7.2.5.8) f = fu(x, y: h) = f(x~|—akh, y+h>" B f.).

1=0

Man beachte, daf3 beide Verfahren @, @y die gleichen Funktionswerte f,
fi, ..., fp verwenden, so da} fir @y nur eine zusitzliche Auswertung
von f(.) zur Berechnung von fp;; nétig ist. Man nennt @, @y deshalb
auch eingebettete Verfahren. Die Koeffizienten ok, B, Ck und € sind so
zu wihlen, daB3 die Verfahren die Ordnung p bzw. p + 1 besitzen,

A(X, y(X); h) — ®i(x, y(x); h) = O(hP),

(7.2.5.9)
A(X, Y(x); h) — @(x, y(x); h) = O(hPh.

Geeignete Koeffizienten kann man im Prinzip wie bei (7.2.1.11) bestimmen.
Dies fiihrt i. allg. auf ein kompliziertes nichtlineares Gleichungssystem. Wir wollen
deshalb nur fiir den einfachen Fall von eingebetteten Verfahren der Ordnungen 2 und
3, p = 2, erldutern, wie man solche Verfahren bestimmt. Unter den zusitzlichen

Bedingungen oy = Zr;é Bki> kK =1, 2, 3, liefert (7.2.5.9) fiir den Fall p = 2
folgende Gleichungen

2 2 1
ch—l=0, Zaka—fzo,
k=0 k=1 2

3
Z =0, ;akck—i— )

Otka—*— , PxiCk —
Z

k=

LS}

P1 = a1 81, P31 := a1 831 + a2 f830.

Dieses System besitzt noch unendlich viele Losungen. Man kann deshalb zusitz-
liche Forderungen stellen und erfiillen, um die Effizienz der Methode zu steigern,
etwa dall der Wert von f3 aus dem i-ten Schritt als neues fo im (i + 1)-ten Schritt
verwendet wird. Wegen

f3 = f(X+ash,y +h(Bso fo + B31 f1 + 32 2))
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und
Hheues“ fo = f(X+h,y+hed|(x,y;h))

erhilt man so

az=1, Bxo=C, ps1=¢C, Pn==0C.
Weitere Forderungen lassen sich an die Grofle der Koeffizienten der Fehlerterme
A — @1, A — Py stellen. Wir wollen dies aber nicht mehr ausfiihren und stattdessen

auf die Arbeiten von Fehlberg (1964, 1966, 1969) verweisen.
Man findet auf diese Weise schlieB3lich folgenden Koeffizientensatz

k ak Bro Bx1  Bra Ck Ck
214 533

0 0 — — — | % | 2106

1 1 1

1 3 i — — | = 0
> | 2 | _9 1o | e0 | 800
Ty 800 800 891 1053
3 a4 1oes0 || 1
8T 33 301 78

Fiir die Anwendungen sind jedoch Verfahren héherer Ordnung interessanter.
Von Dormand und Prince (1980) wurden folgende Koeffizienten fiir eingebettete
Verfahren der Ordnungen 4 und 5 (DOPRI 5(4)) angegeben:

K| ak Bko Bk B B3 Brka PBks Ck Ck

35 5179

0] 0 3% 57600
1 1
L3 3

2| 3 3 9 500 7571

10 40 40 1113 16695

3 4 44 _ 56 32 125 393

3 3 15 9 102 640

4| 8 | 193712 25360 64448 212 2187 | _ 92007

9 | 6361 2187 6361 729 6784 339200

5 L | o7 355 46732 40 5103 1 187

3168 33 5247 176 18656 84 2100

6 35 0 S0 125 _2187 11 0 1

384 113 102 o784 Py

Der Koeffizentsatz ist so gebaut, da3 die Fehlerterme des Verfahrens 5. Ordnung
minimal sind.

Wir wollen nun zeigen, wie man mit Hilfe eines Paars von eingebetteten
Verfahren der Ordungen p und p+ 1, (7.2.5.7)«(7.2.5.9), die Schrittweiten
steuern kann. Man betrachte dazu die Differenz ;.| — iy der Werte, die
diese Verfahren liefern. Aus (7.2.5.6) folgt
(7.2.5.10) Yit1 — Yir1 = h[D1(%, Yis h) — @u(xi, ¥i; h)].

Wegen (7.2.5.9) gilt in erster Ndherung
(X, y(X); h) — A(X, y(x); h) = hPCi(x),

(7.2.5.11)
Pri(X, Y(X); h) — A(X, y(x); h) = hPH'Cy(x).
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Daraus ergibt sich
(7.2.5.12) %1 — Vi = hPTICH(x).

Die Integration von X; — X4 sei erfolgreich gewesen, d.h. zu vorgegebener
Fehlerschranke ¢ > 0 sei

1Yir1 — Vsl <&
erreicht worden. In erster Naherung ist dann auch
ICi(x)hP| <.
Soll die ,,neue Schrittweite hpe, = Xj12 — X4 erfolgreich sein, muf} gelten
ICi(xi+Dhi!| < e

Nun ist in erster Naherung Ci(X;) = C;(Xj41) und fiir C;(X;) hat man wegen
(7.2.5.12) die Approximation

. Vi = Vil
ICi(xi)| = lth
Dies liefert die Forderung
. _ | Ppey |PHI
[Vit1 — Vil % <e
an die neue Schrittweite hpe,, die zu folgendem Rezept fiihrt:
1/(p+D)
(7.2.5.13) Rpeu = h(;) :
[Vie1 — Vig1l

Die Schrittweitensteuerung wird so sehr einfach: Die Berechnung von ¥
und Vi erfordert nur p 4+ 1 Auswertungen der rechten Seite f (X, y) der
Differentialgleichung: Ein Vergleich mit (7.2.5.5) zeigt, da3 dort die Be-
rechnung von n(Xo + h; H/2) zusitzliche Auswertungen von f erfordert
(insgesamt drei mal so viele), so daB die Schrittweitensteuerung mittels
(7.2.5.13) effizienter ist als die mit (7.2.5.5).

Manche Autoren empfehlen aufgrund ausgedehnter numerischer Expe-
rimente eine Modifikation von (7.2.5.13), namlich

. glh| 1/p
(7.2.5.14) Nieu = “h<m) ’

wobei « ein geeigneter Anpassungsfaktor ist, o ~ 0.9.

Im Zusammenhang mit der graphischen Ausgabe und der Beurteilung
der Losung eines Anfangswertproblems steht man haufig vor folgendem
Problem: Zunichst liefert ein Runge-Kutta Verfahren Naherungswerte y; fiir
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die Loung nur an den diskreten Stellen Xj, i =0, 1, ..., deren Lage durch
die Schrittweitensteuerung festgelegt wird. Fiir die graphische Ausgabe oder
fiir die Bestimmung von Irregularitidten im Losungsverlauf ist die Lage der
X zu grob. Eine Einschrankung der Schrittweitensteuerung |h| < hy.x wére
zu ineffizient. Als Ausweg bietet sich an, aus den Naherungswerten der
Losung y; an den X; eine ,,dichte Ausgabe‘ fiir alle Zwischenpunkte X(¢#) :=
Xi+9h, 0 < ¢ < 1, zwischen X; und X; 1, zu konstruieren. Hier ist natiirlich
h := Xi+1 — X. Man spricht dann von einem kontinuierlichen Runge-Kutta
Verfahren. .

Fiir das oben eingefithrte DOPRI 5(4)-Verfahren leistet dies die Darstellung
(wir benutzen die Abkiirzungen X := Xj, Y := Vi)

5

yx+0h) ==y +h) o) .
k=0

wobei die fx wie in DOPRI 5(4) bestimmt werden. Folgende ©-abhiangige Gewichte
Ck () garantieren ein Verfahren 4. Ordnung:

Co (D) :=9(1 + 9(—1337/480 + #(1039/360 + v (—1163/1152)))),
¢ (@) =0,

G (9) = 100 92(1054/9275 + 0 (—4682/27825 + 1 (379/5565))) /3,
(@) = -5 732(27/40 + 9 (—=9/5 + ¥(83/96)))/2,

(D) 1= 18225 92 (—3/250 + 9(22/375 + 9 (—~37/600))) /848,
Cs(D) := =22 192(—3/10 + 9(29/30 4+ 9 (—17/24)))/7.

Natiirlich stimmen die cx(¥) fiir ¥ = 1 mit den Konstanten cx von DOPRI 5(4)
iiberein.

7.2.6 Beispiele fiir Mehrschrittverfahren

In einem Mehrschrittverfahren zur Losung des Anfangswertproblems

y=1fXYy)., YyX)=Y

genauer einem I -Schrittverfahren mit r > 1, bendtigt man fiir die Berech-
nung eines Niherungswerts nj4 fiir Y(Xj4r) nicht nur nj,_; sondern r
Naherungswerte nx ~ Y(Xx) fir die Losung an den r Stellen Xy, k = j,
i+1,...,]+r —1 (wobeiin der Regel diese Stellen dquidistant gewahlt
sind, Xx := X + kh):

fir j=0,1,2,...:
N Nj4rs -+ o Nj4r—1 = Nj4r-

(7.2.6.1)
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Der Start solcher Verfahren erfordert r Startwerte ng, 11, ..., nr_1, die
man sich fiir r > 1 auf andere Weise beschaffen muf}, z. B. mit Hilfe eines
Einschrittverfahrens .

Wir wollen zunéchst einige Beispiele klassischer Mehrschrittverfahren
kennenlernen. Dazu gehen wir von der Formel

(7.2.6.2) Y(Xpi) — YXp) = [ Tyt

p—j

aus, die man durch Integration von y'(X) = f(X, y(X)) erhilt, und erset-
zen dhnlich wie bei den Newton-Cotes-Formeln [s. 3.1] in (7.2.6.2) den
Integranden durch ein interpolierendes Polynom Pgy(X) mit

1) Grad Py(X) <q,
2) Pg(x) = f(X, YO), k=p,p—1,....p—0d, X:=X +kh.

Mit Hilfe der Lagrangeschen Interpolationsformel (2.1.1.3) und mit den
Abkiirzungen Yy 1= Y(Xk)

q 4y _ Xo_|
Pa0) =3 f (i, Yp-)Li 00, Li(0) = |H PR
i=0 =0
[

erhélt man die Néherungsformel

q Xp+k
Yotk — Yp-j & Z f(Xpi, Yp—i)/ Li (x)dx
£ -
(7.2.6.3) '—Oq -
=h Z Bai T (Xp=i, Yp—i)
i=0
mit
1 [Xetk k 9 [
(7.2.6.4) By = —/ ' Li(x)dx=f nids, i=0,1,....q.
h Xp—j =] 1=0 =l +|

I£i

Ersetzt man in (7.2.6.3) die y; durch Ndherungswerte n; und =~ durch das
Gleichheitszeichen, so erhilt man den Ansatz

q
Np+k = Np—j +hZﬂqi foi, mit fy:= f(x,m), X =X +1h
i—0

Je nach Wahl von Kk, j und q bekommt man verschiedene Mehrschrittver-
fahren.
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Firk=1,j=0und q =0, 1, 2, ...erhdlt man die Verfahren von
Adams-Bashforth:

Np+1 =77p+h[,3qof + Bat fo-1 + -+ + Baq fp—ql

|
(7.2.6.5) it fy :_/ SI—:—I i=0,1,....q.

I;él
Ein Vergleich mit (7.2.6.1) zeigt, dal hier r = q+1 ist. Einige Zahlenwerte:

Bai i=0 1 2 3 4
Boi 1
2B 3 -1
128, 23 —16 5
245 55 —59 37 -9
72084 1901 —2774 2616 —1274 251
Firk =0, j = 1und q =0, 1, 2, ..., erhidlt man die Formeln von

Adams-Moulton:

np = Np—1 + h[Bqo fp + Bq1 fp—1 + - - + Baq fp—ql,

oder, wenn man p durch p+ 1 ersetzt,

Np+1 = Np + h[ﬁqo f (Xps15 1p+1) + Bar fp + -+ + By Fpr1-ql

I;ﬁ|
Auf den ersten Blick scheint es, daf3 (7.2.6.6) nicht die Form (7.2.6.1) besitzt,
weil np4; auf beiden Seiten der Gleichung in (7.2.6.6) vorkommt: (7.2.6.6)
stellt bei gegebenen np, 1np_1, ..., Np+1—q €ine i.a. nichtlineare Gleichung
fiir np41 dar, das Verfahren von Adams-Moulton ist ein implizites Verfahren.
Folgendes Iterationsverfahren zur Bestimmung von 7np4; liegt nahe:

(7.2.6.7) 0y = 1p + hlBgo f Xpr1. 1511) + Bar fo + -+ + Baa Fpr1-al.
i=0,1,2,...

Die Iteration hat die Form r/(p'Ll) = lII(ngll) einer Fixpunktiteration: Mit
den Methoden von Abschnitt 5.2 kann man leicht zeigen, daf3 fiir geniigend
kleines |h| die Abbildung z — ¥ (2) kontrahierend ist [s. Ubungsaufgabe
10] und daher einen Fixpunkt 11 = ¥ (np41) besitzt, der (7.2.6.6) 16st.

Diese Losung 7p+1 héngt natiirlich von Xp, 17p, #p—1, . . - Np+1—q und h ab und



140 7 Gewohnliche Differentialgleichungen

damit ist auch das Verfahren von Adams-Moulton ein Mehrschrittverfahren
des Typs (7.2.6.1) (hier mit r = Q).

Zu gegebenen 1p, Np—1, ..., Np+1—q kann man sich einen guten Start-
wert ng)frl fiir die Iteration (7.2.6.7) z.B. mit Hilfe des Verfahrens von
Adams-Bashforth (7.2.6.5) verschaffen. Aus diesem Grunde bezeichnet man
Verfahren wie das Verfahren von Adams-Bashforth auch als Prddiktor-
Verfahren (explizite Verfahren) und Verfahren wie das von Adams-Moulton
als implizite Verfahren oder Korrektor-Verfahren (ngil wird durch die Ite-
ration (7.2.6.7) ,korrigiert®).

Einige Zahlenwerte fiir die in (7.2.6.6) auftretenden Koeffizienten:

Bai i=0 | 1 2 3 4
Boi 1
2B 1 1
1285 5 8 —1
24 B 9 19 -5 1
72084 251 646 —264 106 —19

Bei dem Verfahren von Nystrom wiahlt man in (7.2.6.2) k =1, j = 1 und
erhélt so

Np+1 = Np-1 + h[,BqO fp + Bai fp 1+ -+ Byg fp*q]

(7.2.6.8) mit B :_/ l—[ Stlis i=o0.1.....q
|7é|

—|+I

Man hat es wieder mit einem Pradiktor-Verfahren zu tun, das offensichtlich
die Gestalt (7.2.6.1) mit r = q + 1 hat.

Bemerkenswert ist der Spezialfall q = 0. Hier ist Sy = f_ll lds =2
und aus (7.2.6.8) wird

(7269) Np+1 = Np-1 + thp

Dies ist die sog. Mittelpunktsregel (midpoint-rule), die der Approximation
eines Integrals durch ,,Rechtecks-Summen® entspricht.
Die Verfahren von Milne sind wieder Korrektor-Verfahren. Man erhilt
sie fir K=0, j =2 aus (7.2.6.2), wenn man p durch p + 1 ersetzt:
Mp+1 = Np—1 + N[Bgo f Kp+1, Mp+1) + Bai fp + -+ + Baq Fpr1-4l
(7.2.6.10)

0 q
. s+ .
mit By :_f —I—:—I i=0,1,...,0.

|#I

Wie (7.2.6.7) 16st man auch (7.2.6.10) iterativ.
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7.2.7 Allgemeine Mehrschrittverfahren

Alle in 7.2.6 besprochenen Mehrschrittverfahren und alle Einschrittverfahren
aus Abschnitt 7.2.1 haben die folgende Form:
(7.2.7.1)

Mir + & 1njr—1 4 - +am = NECG: 4, mjr—1, - omy by ).

Allgemein nennt man solche Verfahren r-Schrittverfahren. Bei den in 7.2.6
betrachteten Methoden héngt die Funktion F dariiber hinaus linear von f
in der folgenden Weise ab:

F(X]9 77j+rv 77j+r71, 7’7]9 hs f) = br f(xj+f7 77]+r)++b0f(xjs771)

Dabei sind die bj, i = 0, ..., r, gewisse Konstanten. Man spricht dann
von linearen r-Schrittverfahren; diese Verfahren werden in 7.2.11 weiter
behandelt.

Beim Verfahren von Adams-Bashforth (7.2.6.5) (r =q+ 1) ist z. B.

g_1=ag=-1, a-1=-=a=0 b =bgt1=0,
1 4
s+1 .
bq—i=,3qi=/ l_[ ——ds, i=0,1,..., q.
0 o —i +1
I#£i
Zu je r Startwerten 7, ..., nr—; wird durch (7.2.7.1) eine Folge n;,

j = 0, definiert. Als Startwerte n; wahlt man moglichst gute Ndherungswerte
fiir die exakte Losung y; = y(Xj) von (7.2.1.1) an den Stellen X; = X +1ih,
i =0,1,...,r — 1. Solche Ndherungswerte erhdlt man z. B. mittels guter
Einschrittverfahren. Mit

& :=ni—y(xi), i=0,1,...,r—1,

wollen wir die Fehler in den Startwerten bezeichnen. Weitere Fehler,
z. B. Rundungsfehler bei der Berechnung von F, treten bei der Auswertung
von (7.2.7.1) auf. Wir wollen den Einflul auch dieser Fehler studieren und
betrachten deshalb allgemeiner als (7.2.7.1) folgende Rekursionsformeln:

no = Yo + &o,

(7.2.7.2) et = Vet + &r_1:
fir j=0,1,2,...:
Nitr + & _1Njqr—1 + -+ an; ==
hE (X5 0j4rs Djr—1s -, nj5 Dy F) + hejpr.
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Die Losungen #; von (7.2.7.2) hingen von h und den &; ab und definieren
eine Funktion

n(x; e; h),
die wie die Fehlerfunktion ¢ = ¢(X; h) nur fir Xx € Ry, = {Xo +ih |i =
0,1,...} bzw. firh € Hy = {(Xx — Xp)/n | n=1, 2, ...} erkldrt ist durch

nxi;e;h)y :==mni, eX;h)y:=¢g, X=X +ih.
Wie bei Einzelschrittverfahren kann man den lokalen Diskretisierungs-
fehler t(X,Y;h) eines Mehrschrittverfahrens (7.2.7.1) an der Stelle X,y

definieren. Dazu sei f € Fi(a,b), x € [a,b], ¥y € R und z(t) die Losung
des Anfangswertproblems

Z@M) = f(t,z(t), z(x)=y.

Als lokalen Diskretisierungsfehler bezeichnet man dann die Grofe

(7.2.7.3)
r—1

1
(X, y; h) = E[z(x+rh)+2a;z(x+ih)

i=0

—hFX;z(x+rh),z(x+ ¢ — Dh), ..., z(X); h; f)].

Sie gibt an, wie gut die exakte Losung einer Differentialgleichung die Rekur-
sionsformel (7.2.7.1) erfiillt. Von einem verniinftigen Verfahren wird man
erwarten, daf3 dieser Fehler fiir kleines |h| klein wird. In Verallgemeinerung
von (7.2.1.7) definiert man daher die Konsistenz von Mehrschrittverfahren
durch:

(7.2.7.4) Def: Das Mehrschrittverfahren heifst konsistent, falls es fiir jedes
f € Fi(a, b) eine Funktion o (h) mit limy_,¢ o (h) = 0 gibt, so daf

(7.2.7.5) |[T(X,y; h)| <o(h) fiiralexelab],yeR
Es besitzt die Konsistenzordnung p, falls fiir f € Fp(a, b)

a(h) = O(hP).

Beispiel: Fir die Mittelpunktsregel (7.2.6.9) gilt wegen Z'(t) = f(t, z(1)),
zx)=y

T(X,y; h): = %[z(x +2h) — z(x) — 2hf (x + h, z(x + h))]
= %[Z(x + 2h) — z(x) — 2hZ'(x + h)].

Durch Taylorentwicklung nach h findet man
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3
(X, y; h) = %[z(x) +2hZ (x) + 2h?Z"(x) + %z’”(x)

h2
—2(x) — 2h(z’(x) +hZ/(x) + 7z”’(x))] + o)

h2
= ?z”’(x) + O(h?).

Das Verfahren ist also konsistent und von zweiter Ordnung.

Leichter bestimmt man die Ordnung der Verfahren aus 7.2.6 mittels der
Fehlerabschétzungen fiir interpolierende Polynome [s. (2.1.4.1)] bzw. fiir
die Newton-Cotes-Formeln (3.1.4).

Fir f(X,y) := 0, und z(X) := y hat man bei einem konsistenten Ver-
fahren

t(x,y;h) = %[y(l +a-1+--+a)—hFXy.y.....y;h: 0)],
[z yil = o), limo(h) = 0.
Fiir stetiges F(X; Y, Y,...,V;.; 0) folgt daraus, da y beliebig ist,
(7.2.7.6) l+a 1 +---+a=0.
Wir werden im weiteren an F héufig die Bedingung stellen
(7.2.7.7) F(OX;ur,U—1,...,Up; h;0) =0

fiir alle X € [a, b], alle h und alle u;. Fiir lineare Mehrschrittverfahren ist
(7.2.7.7) sicher immer erfiillt. Zusammen mit (7.2.7.6) garantiert (7.2.7.7),
daB die exakte Losung y(X) = Yy der trivialen Differentialgleichung y’ = 0,
Y(Xo) = Yo, auch exakte Losung von (7.2.7.2) ist, falls & = 0 fur alle i.

Da die von einem Mehrschrittverfahren (7.2.7.2) gelieferte Néherungs-
16sung 1(X; e; h) auch von den Fehlern & abhéngt, ist die Definition der
Konvergenz komplizierter als bei Einschrittverfahren. Man kann natiirlich
nur erwarten, daf3 der globale Diskretisierungsfehler

e(x; e; h) :=n(x; &, h) —yx)

bei festem X mit h = hy = (X — Xp)/n, n =1, 2, ..., gegen 0 konver-
giert, wenn auch die Fehler e(x; h) mit h — 0 beliebig klein werden. Man
definiert deshalb:
(7.2.7.8) Def: Das durch (7.2.7.2) gegebene Mehrschrittverfahren heif3t kon-
vergent, falls

lim n(X; &e; hy) = y(x), hy:= X XO, n=12,...,

n— oo n
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fiir alle X € [a, b], alle f € Fi(a, b) und alle Funktionen ¢(z; h), fiir die es
ein p(h) gibt mit
le(z; h)| < p(h) fiir alle z € Ry,

(7.2.7.9) lim p(h) = 0.
h—0

7.2.8 Ein Beispiel

Die Resultate von Abschnitt 7.2.2, insbesondere Satz (7.2.2.3), legen die
Vermutung nahe, dafl auch Mehrschrittverfahren umso besser konvergieren,
je hoher die Ordnung p des lokalen Diskretisierungsfehlers ist [s. (7.2.7.4)].
DaB dies falsch ist, soll das folgende Beispiel zeigen, in dem auch eine Me-
thode zur Konstruktion von Mehrschrittverfahren moglichst hoher Ordnung
beschrieben wird.

Wir wollen ein lineares 2-Schrittverfahren des Typs (7.2.7.1), also ein
Verfahren der folgenden Form konstruieren

Ni+2 + a1 +amn; = h{by f (Xj41, nj11) +bo F(Xj, nj)].

Die Konstanten ay, a;, by, b; wollen wir so bestimmen, dal ein Verfahren
moglichst hoher Ordnung entsteht. Ist Z'(t) = f(t, z(t)), z(x) =y, so gilt
fiir den lokalen Diskretisierungsfehler (X, y; h) (7.2.7.3)

ht(x, y; h) = z(X + 2h) + a; z(x + h) + ayz(x) — h[b; Z (x + h) + byZ (X)].
Wir entwickeln die rechte Seite in eine Taylorreihe nach h
hz(x,y; h) = z()[1 4+ a + a] + hZ (X)[2 +a; — b; — by]
+h*Z' (02 + 3a1 — b1+ P27 (0[§ + ta; — 3b1]1 + O(h*)

und bestimmen die Koeffizienten ay, a;, by, b; so, da moglichst viele
h-Potenzen verschwinden. Dies fiihrt zu den Gleichungen

2+ @q —b; —-by =0,
2+ %al —b1 =0,
4 1 1

3+ & —5b =0,

mit der Losung a; = 4, a9 = —5, by = 4, by = 2, die zu dem Verfahren
Nj+2 +4nj11 — Snj = h[4f (X1, nj+1) + 2 (x5, nj)]

der Ordnung 3 [wegen ht(x,y;h) = O(h*), d.h. 7(x,y; h) = O(h?)]
fithren. Lost man mit dieser Methode das Anfangswertproblem
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y=-y, y0)=1,

mit der exakten Losung y(X) = €%, so findet man bei 10-stelliger Rechnung
fir h = 1072, selbst wenn man die (bis auf die Maschinengenauigkeit)
exakten Startwerte ng := 1, ny := e~ " benutzt, folgendes Resultat:

. .
iy — 5l - NS [vel. (7.2.8.3)]
2 —0.164 x 1078 —0.753 x 107°
3 +0.501 x 10~8 +0.378 x 10~8
4 —0.300 x 1077 —0.190 x 1077
5 +0.144 x 107° +0.958 x 1077

96 —0.101 x 108 —0.668 x 10%7

97 +0.512 x 108 +0.336 x 10%8

98 —0.257 x 10¥ —0.169 x 10%°

99  +0.129 x 10% +0.850 x 10%

100 —0.652 x 10%° —0.427 x 10

Wie erklart sich dieses oszillierende Verhalten der ; ? Wenn wir vor-
aussetzen, daf als Startwerte die exakten Werte ng := 1, n; := e " benutzt
werden und bei der Ausfiihrung des Verfahrens keine Rundungsfehler auf-
treten (¢ = O fiir alle j), erhaltenen wir eine Folge von Zahlen 7; mit

no =1,
m=e"
Nj4+2 +4nj41 — Snj = h[—4nj — 2] fir j=0,1,...,
oder

(7.28.1) nia 440 +hy +(=5+2hn; =0 fir j=0,1,....

Solche Differenzengleichungen haben spezielle Losungen der Gestalt nj =
M. Geht man mit diesem Ansatz in (7.2.8.1) ein, so findet man fiir A die
Gleichung

M2 +4(0 +h)r+ (=5+2h)] =0,

die neben der trivialen Losung . = 0 die Losungen

A =-2-2h+3,/1+2h+ ih
Ay =-2-2h—-3/1+2h+ ih

besitzt. Fir kleines h ist
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JI+3h+ih2=1+1h+ 1> — Lh’ +Lh*+ 0O
und daher
Mm=1-h+in?—1p34 Lty O@R’
(7.2.8.2) ! 2L os T ")
Ay = —=5—3h+ O(h).

Man kann nun zeigen, dal sich jede Losung n; von (7.2.8.1) als Linear-
kombination _ _
n = oc)»{ + ,3)\;

der beiden partikuldren Losungen Al , k; schreiben 148t [s. (7.2.9.9)]. Dabei
sind die Konstanten « und 8 durch die Anfangsbedingungen ny =1, n; =
e " bestimmt, die auf folgendes Gleichungssystem fiir &, 8 fithren

Nno=o + :3 = lv

N = o + Bry = eh.
Seine Losung 148t sich angeben:

A —eh eh — M
o =

Ay =i’ =M
Wegen (7.2.8.2) bestitigt man leicht

a=1+0(h?», B=-—5-h*+0Mn).

Also gilt fir festes X # 0, h = h, = x/n, n = 1, 2, ..., fir die
Naherungslésung nn = n(X; hp):

n(x; hy) = aA] + BA]
[ o[-0 )]
e [0 ()][-s-35+0 2]

Der erste Term strebt fiir n — oo gegen die Losung des Anfangswertpro-
blems y(X) = € *. Der zweite Term verhilt sich fiir n — oo wie

_ X" s
216 n* '

Wegen limp_, o, 5"/ n* = oo oszilliert dieser Term fiir N — oo immer hefti-
ger. Dies erklért das oszillatorische Verhalten und die Divergenz des Verfah-
rens. Wie man leicht sieht, liegt dies daran, daB —5 Wurzel der quadratischen
Gleichung u?4+4u—5 = 0 ist. Es steht zu erwarten, daB auch im allgemeinen

(7.2.8.3)
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Fall (7.2.7.2) die Nullstellen des Polynoms ¥ (1) = pu" +a,_ 1" '+ - -+a
eine fiir die Konvergenz des Verfahrens wichtige Rolle spielen.

7.2.9 Lineare Differenzengleichungen

Fiir den folgenden Abschnitt bendtigen wir einige einfache Resultate tiber
lineare Differenzengleichungen. Unter einer linearen homogenen Differen-
zengleichung 1 -ter Ordnung versteht man eine Gleichung der Form

(7'2'9‘1) uj+r+ar—luj+r—]+ar—2uj+r—2+' : '+a0u] = O’ J = 09 1725 R

Zu jedem Satz von komplexen Startwerten Uy, Uy, ..., Ur_; gibt es of-
fensichtlich genau eine Folge von Zahlen u,, n =0, 1, ..., die (7.2.9.1)
16st.

In den Anwendungen auf Mehrschrittverfahren interessiert das Wachs-
tumsverhalten der u, fiir N — oo in Abhéngigkeit von den Startwerten Uy,

Uy, ..., Ur_;. Insbesondere mochte man Bedingungen dafiir haben, daf3
u
(7.2.9.2) lim — =0 fir alle Startwerte Uo, Uy, ..., Ur_, € C.
n—oo

Zu der Differenzengleichung (7.2.9.1) gehort das Polynom

(7.2.9.3) Y =p F+a pu 7  ta.
Man sagt nun, daB (7.2.9.1) die
(7.2.9.4) Stabilititsbedingung

erfullt, falls fir jede Nullstelle A von ¥ (u) gilt |A| < 1 und weiter aus
¥ (A) =0 und |A| =1 folgt, daB A nur einfache Nullstelle von ¢ ist.

(7.2.9.5) Satz: Die Stabilititsbedingung (7.2.9.4) ist notwendig und hin-
reichend fiir (7.2.9.2).

Beweis: 1) Sei (7.2.9.2) erfiillt und A Nullstelle von ¥ (7.2.9.3). Dann
ist die Folge up := A", n =0, 1, ..., eine Losung von (7.2.9.1). Fiir [A| > 1
divergiert die Folge u,/n = A"/n, so daB aus (7.2.9.2) sofort |A| < 1 folgt.
Sei nun A eine mehrfache Nullstelle von v mit || = 1. Dann gilt

YO)=rA T+ —Da_ AP+ +1-a =0.
Die Folge U, :=nA", n > 0, ist daher eine Losung von (7.2.9.1),
Uitr +8—1Ujyr—1 + -+ - + U
=i a4t ay)
+ AT = Da_ A 24t a)
=0.
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Da u,/n = A" fir n — oo nicht gegen 0 konvergiert, muB A einfache
Nullstelle sein.

2) Sei nun umgekehrt die Stabilitétsbedingung (7.2.9.4) erfiillt. Mit den
Abkiirzungen

uj 0 1 0
Ujs1 r ..
Uj = . eC', A:= — ,
: 0 0 1
Uj+r_1 —-a - - - —ar_

ist die Differenzengleichung (7.2.9.1) in Matrixschreibweise zur Rekursi-
onsformel

(7.2.9.6) U =AY, j=01,...,

dquivalent, so daB U, = A"U,. Dabei ist Uy = [u, Uy, ..., ur,l]T gerade
der Vektor der Startwerte und A eine Frobeniusmatrix mit dem charakteristi-
schen Polynom v () (7.2.9.3) [Satz (6.3.4)]. Weil die Stabilititsbedingung
(7.2.9.4) erfiillt ist, gibt es nach Satz (6.9.2) eine Norm || || auf dem C" mit
lub(A) = 1 fiir die zugehdrige Matrixnorm. Es folgt daher fiir alle Uy € C"

(7.2.9.7) [Unll = [IA"Up|| < [[Upll fiirallen=0,1, ... .

Da auf dem C" alle Normen dquivalent sind [Satz (6.9.2)], gibt es ein k > 0
mit (1/K)|U|| < |lU|lw < Kk||U]J|. Es folgt daher fur alle Uy € C"

IlUnlloo < K*llUolloes N=0,1,...,

d.h. es gilt limp_, o (1/N)]|Un|lsc = 0 und daher (7.2.9.2). O

Der Beweis des letzten Satzes beruht darauf, daf3 die Nullstellen A von
¥ spezielle Losungen der Form u, := A", n > 0, von (7.2.9.1) liefern.
Der folgende Satz zeigt, daBl man alle Losungen von (7.2.9.1) in dhnlicher
Weise darstellen kann:

(7.2.9.8) Satz: Das Polynom
Y = p +a T et

habe die K verschiedenen Nullstellen Ai, 1 = 1, 2, ..., K mit den Vielfachhei-
tenoi, 1 =1,2, ..., K und es sei ay # 0. Dann ist fiir beliebige Polynome
pi (t) mit Grad pi < o0i, i =1, 2, ..., k die Folge

(7.2.9.9)  Up:= pi(MA] + p2(MAS + -+« + p(MAg, n=0,1,...

eine Losung der Differenzengleichung (7.2.9.1). Umgekehrt lifst sich jede
Lésung von (7.2.9.1) eindeutig in der Form (7.2.9.9) darstellen.
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Beweis: Wir zeigen den ersten Teil des Satzes. Da mit {u,}, {vn} auch
{auj + Bvj} Losung von (7.2.9.1) ist, geniigt es zu zeigen, dall zu einer
o-fachen Nullstelle A von ¢ die Folge

Uy = pMA", n=0,1,...,
eine Losung von (7.2.9.1) ist, wenn p(t) ein beliebiges Polynom mit Grad

p < o ist. Fiir festes j > 0146t sich nun p(j+t) mit Hilfe der Newton’schen
Interpolationsformel (2.1.3.1) in folgender Form darstellen

PG+ =ag+atFastt — )+ ot — 1)t —r+1)

mit o, = g1 = --- = o = 0 wegen Grad p < o. Mit der Abkiirzung
a, := 1 gilt daher

r
Ujtr + @ —1Ujpr—1 + - - -+ auj = A/ Zapkpp(j +0)
p=0

r r
=1 Y+ Y aplp = (o - T+ 1]
p=0 =1

= ooy (V) + Ay W) + -+ @ A7 O]
— 0,

weil A eine o-fache Nullstelle von v ist und deshalb ¥ (L) = 0 fiir
0 <t <o —1 gilt. Dies zeigt den ersten Teil des Satzes.

Nun ist ein Polynom p(t) = ¢y +cit +--- + C,—1t°"! vom Grad < o
gerade durch seine o Koeffizienten Cy, bestimmt, so dal wegen o+05+- - -+
ok = r in der Darstellung (7.2.9.9) insgesamt r frei wahlbare Parameter,
namlich die Koeffizienten der pj(t), enthalten sind. Der zweite Teil des
Satzes besagt deshalb, daBl man durch passende Wahl dieser r Parameter
jede Losung von (7.2.9.1) erhalten kann, d.h. , daB3 zu jeder Wahl von r
Anfangswerten Ug, Uy, ..., U_; folgendes lineare Gleichungssystem aus r
Gleichungen fiir die r unbekannten Koeffizienten der pi(t), i =1, ..., K,
eindeutig 16sbar ist:

PIDA 4+ P(DA 4+ (DAL =uj fiir j=0,1,...,r — L.

Der Beweis dafiir ist zwar elementar aber miihselig. Wir lassen ihn deshalb
fort. o

7.2.10 Die Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Wir wollen nun die Resultate des letzten Abschnitts benutzen, um das
Konvergenzverhalten des Mehrschrittverfahrens (7.2.7.2) zu untersuchen,
das durch eine Funktion
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Fogu h; ), w:=[u,U_1,...,U]" e R,

gegeben ist. Es wird sich zeigen, dal bei einem konsistenten Verfahren
[s. (7.2.7.4)] die Stabilitatsbedingung (7.2.9.4) notwendig und hinreichend
fiir die Konvergenz [s. (7.2.7.8)] des Verfahrens ist, wenn F gewissen
zusitzlichen Regularititsbedingungen geniigt [s. (7.2.10.3)].

Wir notieren im Zusammenhang mit der Stabilitdtsbedingung, daf fiir
ein konsistentes Verfahren wegen (7.2.7.6) A = 1 Nullstelle von ¥ (u) =
W a w4 4ay st

Wir zeigen zunichst, daB die Stabilititsbedingung notwendig fiir die
Konvergenz ist:

(7.2.10.1) Satz: Wenn das Mehrschrittverfahren (7.2.7.2) konvergent ist [s.
(7.2.7.8)] und F der Bedingung (7.2.7.7), F(X; u; h; 0) = 0, geniigt, so ist
die Stabilititsbedingung (7.2.9.4) erfiillt.

Beweis: Wenn das Verfahren (7.2.7.2) im Sinne von (7.2.7.8) konver-
gent ist, liefert es bei der Integration der Differentialgleichung y' = 0,
Y(Xo) = 0, mit der exakten Losung y(X) = 0 eine Néherungslosung
n(X; €; h) mit

lim n(x; &;h) =0

h—0
fiir alle X € [a, b] und alle ¢ mit |e(z; h)| < p(h), p(h) — 0 firh — 0. Man
wihle nun ein festes X # X, X € [@, b]. Firh = h, = (X — Xp)/n,n =1, 2,
..., folgt Xn = X und n(x; &; hy) = nn, wobei ny wegen F(X;u; h; 0) =0
durch die Rekursionsformel

ni =¢&, i=0,1,...,r—1,
Ni+r + & _1Mj4r—1 + -+ AoNj =hn8j+r, i=0,1,....,n—r,

mit & = &(Xo + jhn; hp) bestimmt ist. Wir wiahlen ¢j, := 0, ] =0, 1,
...,n—=rund g :=hpuj, i =0, 1, ..., r — 1, mit beliebigen Konstanten
Ug, Ug, ..., Ur—;. Es gelten dann mit

p(h) :=|h| max |uj|

O<i<r—1
die Ungleichungen
leil < pChy), i=0,1,...,n.
sowie
h—0
Nun ist 7, = hpUp, wenn man uy, rekursiv aus Ug, Uy, ..., Uy_; mittels der

folgenden Differenzengleichung bestimmt
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Uigr + & U1+ -+ auj =0, j=0,1,...,n—r.

Da das Verfahren nach Voraussetzung konvergent ist, gilt

u
lim nn = (X — Xo) lim — =0,

n—o00 n—o00
d.h. es folgt (7.2.9.2), denn uy, Uy, ..., Ur_; waren beliebig gewihlt. Aus
Satz (7.2.9.5) folgt dann die Behauptung. O

Wir verlangen jetzt von F zusétzlich die Lipschitz-Stetigkeit in folgen-
dem Sinne:
Zu jeder Funktion f € Fi(a, b) gebe es Konstanten hy > 0 und M, so
daB
(7.2.10.2)
[FOG U, Uy, Ugshs F) — FOG ok, vt ooy oo by P <

r
<MY |ui — vl
i=0

fir alle x € [a,b], ] < hy, uj, vj € R [vgl. die analoge Bedingung
(7.2.2.4)].

Wir zeigen nun, daB fiir konsistente Verfahren die Stabilitdtsbedingung

auch hinreichend fiir die Konvergenz ist:
(7.2.10.3) Satz: Das Verfahren (7.2.7.2) sei konsistent [s. (7.2.7.4)] und F
geniige den Bedingungen (7.2.7.7) und (7.2.10.2). Dann ist das Verfahren
fiir alle f € Fi(a,b) konvergent [s. (7.2.7.8)] genau dann, wenn es die
Stabilitdtsbedingung (7.2.9.4) erfiillt.

Beweis: Die Notwendigkeit der Stabilitdtsbedingung fiir die Konvergenz
folgt aus Satz (7.2.10.1). Um zu zeigen, dal} sie unter den angegebenen
Voraussetzungen auch hinreichend ist, geht man wie im Beweis von Satz
(7.2.2.3) vor: Sei y(X) die exakte Losung von Y = f(X,y), Y(Xo) = Yo,
Y == Y(Xj), Xj = Xo + jh, und n; Lésung von (7.2.7.2),

ni=VY+e&, i=0,....,r—1,

Ni+r + & —1Mj4r—1 + -+ +amn = hFEX; nj4e, ..., mj5 s £) + hejyr,

fuir j =0, 1,..., wobei |gj| < p(h), limh_o p(h) = 0. Fiir den Fehler
€ =nj — Y gilt dann
=g, i=0,...,r —1,
(7.2.10.4) a=e _
ej+r+a{71e]+r71+"'+a{)e]=Cj+rs J=071a"'7

mit
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Ciyr :=nN[F X5 Mjgrs o mjs s F) — FOXG5 Yigrs - Y5 s D))
+ higjr — 70X, ¥5: ),

wobei 7(X;, ¥j; h) der lokale Diskretisierungsfehler (7.2.7.3) ist. Wegen der
Konsistenz (7.2.7.4) gibt es eine Funktion o (h) mit

[T(xj, yj; | <o(h), limo(h) =0,
h—0

so daB wegen (7.2.10.2)

(7.2.10.5) IS+ < IhIM > " lg4il + [ [p(h) + o ()],
i=0

Mit Hilfe der Vektoren

§ 0
€ +1 :
Ej = . , B=|: |eR
0
€ +r—1 1
und der Matrix
0 1 0
A= . ,
0 0 1
—-a - - - —8_
148t sich (7.2.10.4) dquivalent formulieren
€0
(7.2.10.6) Ejy1 = AEj +¢«B, Ey:=
Er—1

Wegen der Stabilititsbedingung (7.2.9.4) gibt es nach Satz (6.9.2) eine Norm
|| - || auf dem C" mit lub(A) < 1. Nun sind auf dem C" alle Normen
dquivalent [s. Satz (4.4.6)], d.h. es gibt eine Konstante kK > 0 mit

r—1

1
B = leil < KIEj].

i=0

Wegen
r—1 r
D lesil <KIE L D lesil < KIEjul

i=0 i=0
erhilt man aus (7.2.10.5)
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ICj+r| < [NIMKCIEj I + IEj+11D) + [h[ [o(h) + o ()]
und aus (7.2.10.6)
IEj+1ll < IEjIl + IC4 [ IIBII,
wobei ||B|| < k. Dies zeigt fir j =0, 1, ...
(7.2.10.7) (1= [hIMK)IEj11l < (1+ [hIMK)|Ej |l +kIh| [p(h) +o (h)].
Fiir |h| < 1/(2Mk?) ist nun (1 — |h|MKk?) > % und
% < 1+ 4]h|MK.
(7.2.10.7) ergibt somit fiir |h| < 1/2Mk?) und alle j =0, 1, ...
IEjsill < (1 +4h|MK)| Ej |l 4 2kh|[p(h) + o (h)].
Wegen || Eg|| < krp(h) liefert Hilfssatz (7.2.2.2) schlieBlich
ehnlhiMie _
- 2Mk
d.h. man hat fiir X # X, h = h, = (X — Xo)/n, |hy| < 1/2MK?)

AMKZ|X—Xo| __ 1

IEnll < €™MMCLr o (h) + [p(h) + o ()]

IEnll < €MXX%lkr p(hy) 4 [p(hn) 4 o (hn)]

2Mk
Es gibt also von h,, unabhingige Konstanten C; und C, mit
(7.2.10.8) len] = In(X; &5 hn) — y(X)| < Cip(hn) + Cao(hy)
fiir alle gentigend groBen n. Wegen limy,_,( p(h) = limy_,¢ o (h) = 0 folgt
die Konvergenz des Verfahrens. O

Aus (7.2.10.8) erhilt man sofort das

(7.2.10.9) Korollar: Ist zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz
(7.2.10.3) das Mehrschrittverfahren ein Verfahren der Konsistenzordnung
p[s. (7.2.7.4)], o (h) = O(hP), ist T € Fp(a, b) und gilt auch fiir die Fehler

gi=¢eXo+ihnshp), i=0,1,...,n,
eine Abschdtzung der Form
leil < phy), T=0,1,...,n,

mit einer Funktion p(h) = O(hP), dann gilt auch fiir den globalen Diskre-
tisierungsfehler

[n(x; & hn) — y(x)| = O(hf)
fiir alle hy = (X — Xg)/Nn, n geniigend grofs.
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7.2.11 Lineare Mehrschrittverfahren

In den folgenden Abschnitten setzen wir voraus, daf in (7.2.7.2) auBler den
Startfehlern i, 0 < i <r — 1, keine weiteren Fehler auftreten, gj = 0 fiir
j > r. Da aus dem Zusammenhang stets hervorgehen wird, welche Start-
werte benutzt werden, und damit die Startfehler feststehen, soll aulerdem
einfacher n(X; h) statt n(X; ¢; h) fur die durch das Mehrschrittverfahren
(7.2.7.2) gelieferte Naherungslosung geschrieben werden.

Die gebrauchlichsten Mehrschrittverfahren sind lineare Mehrschritt-
verfahren. Bei ihnen hat in (7.2.7.1) die Funktion F(X;u; h; f), u =

[Ur, ..., U] € R™*! die Form
(7.2.11.1)
F(X; U, Uy, ..., Ugs h; )

=b fx+rhu)+b 1 fX+ @ —Dh,u_)+---+ by f(X, Up).

Ein lineares Mehrschrittverfahren ist damit durch die Koeffizienten a, .. .,
a&_1, by, ..., by bestimmt. Es liefert mittels der Rekursionsformel [vgl.
(7.2.7.2)]

Nj4r + 8 _1Mjpr—1 + -+ a8on; = h[b F Xjpr, jr) + - 4+ 0o T (X, 9],

X :=Xo+1ih,

zu jedem Satz von Startwerten 719, 7y, ..., §r—1 und zu jeder (geniigend
kleinen) Schrittweite h £ 0 Ndherungswerte n; fir die Werte y(X;), i > 0,
der exakten Losung y(X) eines Anfangswertproblems y' = f (X, y), y(Xo) =
Yo.

Fiir by # 0 liegt ein Korrektor-Verfahren vor, fiur b, = 0 ein Prddiktor-
Verfahren.

Jedes lineare Mehrschrittverfahren erfiillt offensichtlich fir f € F(a, b)
die Bedingungen (7.2.10.2) und (7.2.7.7). Deshalb ist nach Satz (7.2.10.1)
die Stabilititsbedingung (7.2.9.4) fiir das Polynom

Y = e T e+ a

notwendig fiir die Konvergenz (7.2.7.8) dieser Verfahren. Nach Satz
(7.2.10.3) ist die Stabilitdtsbedingung fiir ¢ zusammen mit der Konsistenz
(7.2.7.4) auch hinreichend fiir die Konvergenz.

Zur Priifung der Konsistenz hat man nach Definition (7.2.7.4) das Ver-
halten des Ausdrucks [hier ist & := 1]
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L[z(x):h]: =) az(x+ih) —h) b f(x+ih, z(x +ih))

i=0 i=0
7.2.11.2 r r
( ) Ezaz(x+ih)—h2biz’(x+ih)
i=0 i=0
=h-7(X,y; h)

fiir die Losung z(t) von Z'(t) = f(t, z(t)), z(x) =y, x € [a,b], y e R zu
untersuchen. Nimmt man an, daf z(t) geniligend oft differenzierbar ist (dies
ist der Fall, wenn f geniigend oft stetig partiell differenzierbar ist), dann
findet man durch Taylorentwicklung von L[z(X); h] nach h
L[z(X); h] = Coz(X) + CthZ/(X) + - - - + Cqh9Z ¥ (x)(1 + O(h))
= hz(x,y; h).

Hier hingen die C; nur von den a;, bj ab, und zwar linear; z. B. ist
Co=a+ta+-+a_+1
Ci=ai+2a+ -+ —Da—+r-1—(>g+b +--+b).
Mit Hilfe des Polynoms () und des weiteren Polynoms
(7.2.11.3) x(w):=byp+bjpu+---+bu", pneC,
lassen sich Cy und C; in der Form
Co=vyM), Ci=¢'(1)—x)

schreiben. Nun ist
1 C
T(x. y: h) = L L[z00: h] = F"z(x) +CiZ(x) + O(h).

Also gilt Cy = C; = 0 nach Definition (7.2.7.5) fiir konsistente Mehrschritt-
verfahren, d.h. ein konsistentes lineares Mehrschrittverfahren hat minde-
stens die Konsistenzordnung 1.

Allgemein hat es fiir f € Fp(a, b) (mindestens) die Ordnung p [s. Def.
(7.2.7.4)], falls

Co=Ci=---=Cp=0.
Uber die Sitze (7.2.10.1) und (7.2.10.3) hinaus gilt fiir lineare Mehr-
schrittverfahren

(7.2.11.4) Satz: Ein konvergentes lineares Mehrschrittverfahren ist auch
konsistent.
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Beweis: Man betrachte das Anfangswertproblem

y/ = 09 Y(O) = 17

mit der exakten Losung y(X) = 1. Zu den Startwerten n; := 1,1 = 0, 1,
..., I —1, liefert das Verfahren Werte 14, j =0, 1, ..., mit
(7.2.11.5) Nj4r + & 1Mjrr—1 + -+~ +an; =0.

Setzt man h, := x/n, so gilt n(X; hy) = ny und wegen der Konvergenz des
Verfahrens

lim n(x; hy) = lim 5, = y(X) = 1.

n—oo n—oo

Fir j — oo folgt daher aus (7.2.11.5) sofort
Co=1l4+a_;+---+a=0.

Um C; = 0 zu zeigen, wird ausgenutzt, daf} das Verfahren auch fiir das

Anfangswertproblem
y/ = 1’ Y(O) = Oa
mit der exakten Losung y(X) = X konvergiert. Wir wissen bereits Cy =
¥ (1) = 0. Nach Satz (7.2.10.1) ist die Stabilitdtsbedingung (7.2.9.4) erfiillt,
also A = 1 nur einfache Nullstelle von v, d.h. ¥/(1) # 0; deshalb ist die
Konstante
x (1)

A
wohldefiniert. Wir wihlen weiter die Startwerte

n=1j-h-K, j=01,...,r—1,

zu denen wegen Y(X) = X; = jh die Startfehler
g =1 —yX) =jh(K-1)=0Ch), j=01,....r-1,

gehoren, die fir h — 0 gegen 0 konvergieren [vgl.(7.2.7.9)]. Das Verfahren
liefert zu diesen Startwerten eine Folge n; mit

(7.211.6) j4r +8 17j4r—1+--+a0m; = h(by+by +---+b) = h x (D).

Durch Einsetzen in (7.2.11.6)) sieht man unter Beachtung von Cy = 0 leicht,
daB fir alle | gilt

Nun hat man 7, = n(X; hy), hy := x/n. Wegen der Konvergenz des Ver-
fahrens gilt daher

X = y(X) = lim n(x; hy) = lim n, = lim nh,K = x - K.
n—o00 n—o0 n—o0o

Es folgt K =1 und damit C; = ¢'(1) — x (1) = 0. O
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Zusammen mit den Sétzen (7.2.10.1), (7.2.10.3) ergibt dies

(7.2.11.7) Satz: Ein lineares Mehrschrittverfahren ist genau dann fiir f €
F1(a, b) konvergent, wenn es die Stabilititsbedingung (7.2.9.4) fiir {r erfiillt
und konsistent ist (d. h. ¥ (1) =0, ¥'(1) — x(1) = 0).

Mit Hilfe des folgenden Satzes kann man die Konsistenzordnung eines
linearen Mehrschrittverfahrens bestimmen:

(7.2.11.8) Satz: Ein lineares Mehrschrittverfahren ist genau dann ein Ver-
fahren der Konsistenzordnung p, wenn v = 1 p-fache Nullstelle der Funk-

tion p(p) = Y (u)/ In(p) — x () ist.

Beweis: In L[z(X); h] (7.2.11.2) setze man speziell z(X) := €*. Fiir ein
Verfahren p-ter Ordnung gilt dann

L[€"; h] = Cpy1hP*e*(1 + O(h)).

Andererseits ist

L[e*; h] = e[y (e") — hx (eM].

Es liegt also ein Verfahren der Ordnung p genau dann vor, wenn
1
w(€) = L [¥ () — hx ()] = Cpuih®(1 + O(h)),

d.h. , falls h = 0 p-fache Nullstelle von ¢(€") bzw. u = 1 p-fache Null-

stelle von @(u) ist. m]
Dieser Satz legt folgende Konstruktion von Verfahren nahe: Zu gegebe-
nen Konstanten ay, ay, ..., 8 _; bestimme man weitere Konstanten by, by,

..., br so, daf ein Mehrschrittverfahren moglichst hoher Konsistenzordnung
entsteht. Dazu entwickle man die fiir konsistente Verfahren in einer Umge-
bung von p = 1 holomorphe Funktion v (u)/In(u) in eine Taylorreihe um
w=1:

() _
(7.2.11.9) % = CtC(n—D+ - +G_ (=D (u—D"+- -,

mit Koeffizienten G;, die nur von den @; abhingen, und zwar linear. Wihit
man dann

x(w):=co+cu—D+---F+cp—1
=by+bu+--+bu,

erhilt man ein Korrektor-Verfahren mindestens der Ordnung r + 1 und die
Wahl

(7.2.11.10)

X =co+ci(u—1+-+c(u—-D""
=bo+bipu+-+b_+0- 4
filhrt zu einem Pradiktor-Verfahren mindestens der Ordnung r.
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Um Verfahren noch hoherer Ordnung zu erhalten, kdnnte man ver-
suchen, die Konstanten ay, ..., a&_; so zu bestimmen, dal in (7.2.11.9)
gilt

v =1+a 1+ --F+a=0

(7.2.11.11)
Cy1 =Cyo=---=0Cyr_1 =0.

Der Ansatz (7.2.11.10) flir x (i) wiirde dann zu einem Korrektor-Verfahren
der Ordnung 2r fiihren. Leider sind die so erhaltenen Verfahren nicht
mehr konvergent, weil die Polynome v, fir die (7.2.11.11) gilt, nicht
mehr die Stabilitdtsbedingung (7.2.9.4) erfiillen: Dahlquist (1956, 1959)
konnte ndmlich zeigen, daB ein lineares r-Schrittverfahren, das die Sta-
bilitdtsbedingung (7.2.9.4) erfiillt, hochstens die Ordnung

- r+1, falls r ungerade,
P= r+2, falls r gerade,

besitzen kann [vgl. Abschnitt 7.2.8].

Beispiel: Das konsistente Verfahren hochster Ordnung fiir r = 2 erhilt man
iiber den Ansatz

Y =1 —(+aut+a=u-Dkp-a).
Die Taylorentwicklung von ¥ (u)/In(u) um p =1 liefert

yw . 3-a ats e llta s
1n(M)_l a+ 7 (nw—1+ B (n—1) 24 (=17 +---.

Setzt man

a+s5

12
so hat das resultierende lineare Mehrschrittverfahren fiir a # 1 die Ordnung 3 und fiir
a = —1 die Ordnung 4. Wegen ¥ (1) = (u — 1)(u — @) ist die Stabilitdtsbedingung
(7.2.9.4) nur fir —1 < a < 1 erfiillt. Insbesondere erhdlt man fiir a = 0

3—-a 2
X(,U«)3=1—a+T(M—1)+ (n =17,

1
Y(w) = p? —u, ﬂm=ﬁﬁﬁ+M—u

Dies ist gerade das Adams-Moulton-Verfahren (7.2.6.6) fiir q = 2, das demnach die
Ordnung 3 besitzt. Fiir a = —1 erhilt man

VW =it — 1, X =spd 4
w) = o X =gut et

das dem Verfahren von Milne (7.2.6.10) fiir g = 2 entspricht und die Ordnung 4
besitzt (siche auch Ubungsaufgabe 11).

Man iibersehe nicht, daB3 fiir Mehrschrittverfahren der Ordnung p der
Integrationsfehler nur dann von der Ordnung O(hP) ist, falls die Losung
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y(X) der Differentialgleichung mindestens p + 1 mal differenzierbar ist
[f e Fp(a byl

7.2.12 Asymptotische Entwicklungen des globalen
Diskretisierungsfehlers fiir lineare Mehrschrittverfahren

Wie in Abschnitt 7.2.3 kann man versuchen, auch fiir die Néherungs-
16sungen, die von Mehrschrittverfahren geliefert werden, asymptotische Ent-
wicklungen nach der Schrittweite h zu finden. Dabei treten jedoch eine
Reihe von Schwierigkeiten auf.

Zunidchst hingt die Ndherungslosung 7 (X; h) und damit auch ihre asym-
ptotische Entwicklung (falls sie existiert) von den benutzten Startwerten ab.
Dartiiber hinaus muf} es nicht unbedingt eine asymptotische Entwicklung der

Form [vgl. (7.2.3.3)]
(7.2.12.1) n(x: h) =y(x) + hPep(x) + P e (x) + - -
o +hNen () + hN T Eny i (x; )

fir alle h = h, := (X — Xp)/n geben mit von h unabhingigen Funktionen
& (X) und einem Restglied En;(X; h), das fiir jedes X in h beschrénkt ist.

Dies soll fiur ein einfaches lineares Mehrschrittverfahren, die Mittel-
punktsregel (7.2.6.9), d. h.

(7.2.12.2) njp1 =nj1 +2hf (X, n), X =% +jh, j=12,...,

gezeigt werden. Wir wollen mit dieser Methode das Anfangswertproblem

/

y=—y7 X():Oa YOZY(O)ZL
mit der exakten Losung y(X) = € * behandeln. Als Startwerte nehmen wir
mo:=1 m:=1-h

[ ist der durch das Eulersche Polygonzug-Verfahren (7.2.1.3.) geliefer-
te Niherungswert fiir y(x;) = € "]. Ausgehend von diesen Startwerten ist
dann durch (7.2.12.2) die Folge {n;} und damit die Funktion »(x; h) fiir alle
xe Ry={x =jhlj =0,1,2,...} definiert durch

nx;h):=nj =nyn falls x=x; = jh.
Nach (7.2.12.2) geniigen die n; wegen f(X;, nj) = —n; der Differenzen-

gleichung
r)j+1+2hr)j—77j_1:0, j=12,....

Mit Hilfe von Satz (7.2.9.8) lassen sich die n; explizit angeben: Das
Polynom
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w2+ 2hp — 1
besitzt die Nullstellen

h
A=a)=—h+V1+h2= 1+h2<1——>,
1=hm v T

h
Mm=xbh =—-h—-—+1+h2=— 1+h2(1+—).
2 2(h) v v N

Damit gilt nach Satz (7.2.9.8)
(7.2.12.3) n=crl +erl, j=01,2,...,

wobei die Konstanten c;, ¢, mit Hilfe der Startwerte o = 1, n; = 1 — h
bestimmt werden kénnen. Man findet

no=1=c¢ +0¢,
n =1—-h=cii + Gy,

und daher
M—(1—h 14++/1+h
¢ =ch) = = )
Ay — A 24/1+ h?
l—-h—x R 1
c =¢C(h) = =

=k 2 /TR +1+h?
Somit ist fiir X € Ry, h # 0,
(72.124) 00 h) = ngn = e " + eGP/,
Man tiiberzeugt sich leicht, da3 die Funktion
@1 () := e (M[r: (MT¥/"
eine fiir [|h| < 1 analytische Funktion von h ist. Ferner ist
p1(h) = g1(=h),

denn offensichtlich gilt ¢;(—h) = c¢;(h) sowie A;(—h) = A;(h)~'. Der
zweite Term in (7.2.12.4) zeigt ein komplizierteres Verhalten. Es ist

(MY = (=1) g, (h)
mit der fiir |h| < 1 analytischen Funktion
@2(h) = (A1 (=) 1" = ca ([ ()] ",

Wie eben sieht man ¢,(—h) = ¢,(h). ¢; und ¢, besitzen daher fiir |h| < 1
konvergente Potenzreihenentwicklungen der Form
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@1(h) = Up(X) + U ()h* 4+ uy(x)h* +
@2(h) = vo(X) + v1(X)? + va(x)h* +

mit gewissen analytischen Funktionen uj(X), vj(X). Aus den expliziten For-
meln fiir ¢ (h), A (h) findet man leicht die ersten Glieder dieser Reihen:

—X

U(X) =€, u(x)= eT[—l + 2x],

vo(X) =0, vi(X) = —

R
Damit besitzt n(x; h) fiir alle h = x/n,n =1, 2, ..., eine Entwicklung der
Form

o0
(7.2.12.5) n(x: ) =y + Y [u) + (=D "u0)].

k=1

Wegen des oszillierenden von h abhingigen Terms (—1)*/" ist dies
keine asymptotische Entwicklung der Form (7.2.12.1).

Schrinkt man die Wahl von h so ein, da X/h stets gerade bzw. un-
gerade ist, erhdlt man echte asymptotische Entwicklungen einmal fiir alle
h=x/2n),n=1,2,...,

(7.2.12.6a) (¢ h) =y + Y h*[uk) + v,
k=1

bzw. fiiralle h = x/2n—1),n=1,2, ...,

(7.2.12.6b) n(x: h) = yoo + Y " h*ue(x) — v (x)].
k=1

Berechnet man den Startwert n; statt mit dem Eulerverfahren mit dem Ver-
fahren von Runge-Kutta (7.2.1.14), erhélt man als Startwerte
no =1,
h h* h*

=1-h+—— —+ —.
m +2 6+24

Fiir ¢; und ¢, bekommt man auf dieselbe Weise wie oben

h? h3 hnt
— ¢,(h NP L.
¢ =ci(h) = 5 —1+ |: +v14+ + +24:|

JI+h—1- +ﬁ—2—:
2«/1+h2

C=0c(h) =
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Da ¢ (h) und ¢, (h) und damit n(X; h) keine geraden Funktionen von h sind,
wird 7n(X; h) keine Entwicklung der Form (7.2.12.5) mehr besitzen, sondern
nur noch eine Entwicklung der Art

n(x; h) = y(x) + Z h¥[Gk(X) + (=1 "5 (x)] fiir h = 2 n=1,2,....
k=2

Die Form der asymptotischen Entwicklung héngt also entscheidend von den
benutzten Startwerten ab.

Allgemein wurde von Gragg (1965) folgender Satz gezeigt, den wir ohne
Beweis angeben [s. Hairer und Lubich (1984) fiir einen kurzen Beweis]:

(7.2.12.7) Satz: Es sei T € Fynya(a, b) und y(X) die exakte Losung des
Anfangswertproblems

Y =1y, yX) =Y, X e€lahb]
Fiir x e Ry ={xo+ih|i =0,1,2,...} sei n(x; h) definiert durch
n(Xo; h) := yo,

(7.2.12.8) n(Xo + h; h) := yo + hf (X0, Yo),
n(X + h; h) := n(x — h; h) + 2hf (x, n(x; h)).

Dann besitzt n(X; h) eine Entwicklung der Form

N
G h) = Yoo + Y [uk() + (=1 Py (x)]
k=1

+ h*N 2By (x; ),

(7.2.12.9)

die fiir X € [a, bl und alleh = (x—xo)/n,n =1, 2, ..., gilt. Die Funktionen
Uk(X), vk(X) sind von h unabhdngig. Das Restglied Eyn.i2(X; h) bleibt bei
festem X fiir alle h = (X — Xp)/n, n =1, 2, ..., beschrinkt.

Es sei hier explizit darauf hingewiesen, daf} Satz (7.2.12.7) auch fir
Systeme von Differentialgleichungen (7.0.3) gilt: f, Vo, n, Y, Uk, vk usw.
sind dann als Vektoren zu verstehen.

Der Fehler e(x; h) := n(x; h) — y(x) ist unter den Voraussetzungen von
Satz (7.2.12.7) in erster Néherung gleich

P [uy(X) 4 (=DM 0]
Wegen des Terms (—1)**)/N zeigt er ein oszillierendes Verhalten:

e(x £ h; h) = h?[u;(x) — (= 1)@/ My, (x)].
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Man sagt aus diesem Grunde, daf3 die Mittelpunktsregel ,,schwach instabil*
sei. Den fiihrenden Oszillationsterm (—1)*—/Ny;(x) kann man mit Hilfe
eines Tricks beseitigen. Man setzt [Gragg (1965)]:

(7.2.12.10) S(x; h) = %[n(X; h) + n(x — h; h) + hf(x, n(x; h))],

wobei n(X, h) durch (7.2.12.8) definiert ist. Wegen (7.2.12.8) ist nun
n(x +h; h)y = n(x —h; h) +2hf (X, n(x; h)).

Also gilt auch

(7.2.12.11)  S(x; hy = 1[n(x; hy 4+ n(x + h; hy — hf (x, n(x; h))].

Addition von (7.2.12.10) und (7.2.12.11) ergibt

(7.2.12.12) S(x; h) = 1[n(x; h) + 1n(x — h; h) + In(x + h; hy].

Wegen (7.2.12.9) erhélt man so fiir S eine Entwicklung der Form

S0 ) =4 {y00 + 4 [y0c+ )+ yox =]

N
+ Y u(x) + 3 Uk + h) + u(x — h))
k=1

+ (=DM (0 = L+ h) + vex = )]
+ O(h2N+2),

Entwickelt man y(Xx £ h) und die Koeffizientenfunktionen ux(x £ h),
k(X £ h) in Taylorreihen nach h, findet man schlieBlich fiir S(x; h) eine
Entwicklung der Form
(7.2.12.13)

S(x; hy =y(x) + h*[u1 () + 7Y (0]

N
+ Y [000 + (= DXV 5 (0] + 0PN,
k=2

in der der fithrende Fehlerterm kein Oszillationsglied mehr enthélt.

7.2.13 Mehrschrittverfahren in der Pracxis

Das nicht voraussagbare Verhalten der Losungen von Differentialgleichun-
gen erzwingt i. allg. bei der numerischen Integration die Anderung von
Schrittweiten, wenn man eine vorgegebene Genauigkeitsschranke einhalten
will (Schrittweitensteuerung). Mehrschrittverfahren, die mit dquidistanten
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Stiitzstellen X; und einer festen Ordnung arbeiten, sind deshalb fiir die Pra-
xis wenig geeignet. Jede Anderung der Schrittweite verlangt eine Neube-
rechnung von Startdaten, vgl. (7.2.6), bzw. impliziert einen komplizierten
Interpolationsproze3, was die Leistungsfihigkeit dieser Integrationsmetho-
den stark herabsetzt.

Bei wirklich brauchbaren Mehrschrittverfahren mufl man deshalb auf
die Aquidistanz der Stiitzstellen X; verzichten und angeben, wie man die
Schrittweiten effizient dndern kann. Die Konstruktion solcher Methoden sei
im folgenden skizziert. Wir kniipfen dazu an die Gleichung (7.2.6.2) an, die
durch formale Integration von y' = f (X, y) erhalten wurde:

Xp-+k
YXpik) = Y(Xp-j) = / f(, y®)dt.
Xp-j
Wie in (7.2.6.3) ersetzen wir den Integranden durch ein interpolierendes
Polynom Qg vom Grad ¢, verwenden aber hier die Newtonsche Inter-
polationsformel (2.1.3.4), die fiir die Schrittweitensteuerung einige Vor-
teile bietet. Man erhdlt zundchst mit dem interpolierenden Polynom eine

Néherungsformel
Xp-+k

Np+k — Np—j = Qq(x)dx
Xp—j
und daraus die Rekursionsvorschrift
q Xptk
Nptk — Mp—j = Z f[Xp, .oy Xp—il Qi (x)dx
i=0 Xp—j

mit . }

Qi(X) =(X—=Xp) - (X—Xp—it+1), Qo(X) =1
ImFallk =1, ) =0,q =0, 1, 2, ...erhdlt man eine ,,explizite Formel
(Pradiktor)

q
(7.2.13.1) Npr1 = Np+ Y G F[Xp. ... Xpoi],
i=0

Xpt1 _
g = Qi (x)dx.
Xp
Firk=0,j=1,9g=0,1,2,..., und mit p+ 1 statt p erhdlt man eine
»implizite* Formel (Korrektor)

q
(7.2.13.2) Mot =np+ G FXpar, s Xpin]
i=0
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mit
Xp+1
o = / (X = Xpt1) -+ (X — Xpy2—)dx  fir i >0,
X

p

Xp-+1
Oy = / dx.
X

p

Der Néherungswert npy1 =: ’7:304).1 aus der Préadiktorformel 1dBt sich nach
Abschnitt 7.2.6 als ,,Startwert™ fiir die iterative Losung der Korrektorformel
verwenden. Wir fiihren aber nur einen Iterationsschritt aus und bezeichnen
den erhaltenen Naherungswert mit ’7E>I+) 1

Aus der Differenz der beiden Néherungswerte lassen sich wieder Aus-
sagen iiber den Fehler und damit die Schrittweite gewinnen. Subtraktion der
Pradiktorformel von der Korrektorformel liefert

Xp+1

1 0

Npit — Nppy = / QY () — QY (x)dx.
P

Q&l)(x) ist das interpolierende Polynom der Korrektorformel (7.2.13.2) zu
den Stiitzstellen

1
(Xp+1, f;Jr)l)» Xp, fp)s ooy Xp—gt1s fp—gs1)
mit
(O 0)
fp+1 - f(Xp-Hv Up+1)-

Q((qo) (X) ist das interpolierende Polynom der Pradiktorformel zu den Stiitz-

stellen (Xp, fp), ..., (Xp—q, fp—g). Setzt man f;g_)l = EIO)(Xp+1), dann ist
QY (x) auch durch die Stiitzstellen
(Xp+]7 f’gi)l)7 (Xp, fp)a LR (Xp—q+1, fp—q-H)
eindeutig definiert. Das Differenzpolynom qul)(x) - quo)(x) verschwindet
also an den Stellen Xp_q+1, ..., Xp und besitzt fiir X, den Wert
(1) )
fp+1 - fp+1-
Also ist
(1) (0) QY] )
(7.2.13.3) =@ =Cq- (£, — 19,

Sei nun y(x) die exakte Losung der Differentialgleichung ¥y = f(X,y)
zum Anfangswert Y(Xp) = np. Wir setzen voraus, daf} die zuriickliegenden
Néherungswerte 7p_i = Y(Xp—i), I =0, 1, ..., ¢ exakt sind, und machen
noch die zusitzliche Annahme, da f (X, y(X)) durch das Polynom Qé:)_l
exakt dargestellt wird, das zu den Stiitzpunkten



166 7 Gewohnliche Differentialgleichungen

(Xp+1, fpgr)l)v Xp, Tp), ooy Xp—g» fp—q)

gehort. Es ist dann

Xp-+1
Y(Xpy1) = 77p+f f(y, y(x)) dx
Xp

)
= 77p+/ Qq+1(X)dX.
Xp

Fir den Fehler 1
Eq := Y(Xp11) — '7:,4).1
ergibt sich

Eq=np +/ " lefrl(x)dx —np _/ - Qg)dx
= / Q4110 — QY (x))dx — f QY () — QP (x))dx.

Im ersten Term stimmt Q(O)(X) mit dem Polynom Qq 1 (X) iiberein, das zu
den Interpolationsstellen

(Xp+la f’gi)l)a (Xp7 fp)a RN (XD—Q5 fp—q)
gehort. Analog zu (7.2.13.3) ist dann gerade

Eq = Cor1(foyy — T2 — Cq(f5) — £39)

= (Cq1 — C)(fgy — fi).

Sind nun die Stiitzpunkte Xp11, Xp, . . ., Xp—q dquidistant und ist h := Xj 41 —
Xj, so gilt fiir den Fehler
Eq = y(Xp+1) 77p-t,-1 O(hq+2) = C hq+2.

Die weiteren Uberlegungen gestalten sich nun nach friitherem Muster (vgl.
Abschnitt 7.2.5).

Sei ¢ eine vorgegebene Toleranzschranke. Der ,,alte* Schritt h,, wird
als ,,erfolgreich® akzeptiert, falls

1 0 +2
|Eql = [Cqs1 — Cql - 1Ty = i1 =1C - h3| <.

Der neue Schritt hye, wird als ,,erfolgreich® angesehen, falls

IC - hd*?| <.

neu

gemacht werden kann. Elimination von C liefert wieder
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1
92
hneu = halt< : )q
|Eql

Diese Strategie 1iBt sich noch verbinden mit einer Anderung von q
(Anderung der Ordnung des Verfahrens). Man ermittelt die drei Grofen

(e)” (&) (&)
|Eg—1l " \IEql " \IEq41l

und bestimmt das maximale Element. Wenn der erste Term maximal ist,
wird g um 1 verringert; ist der zweite maximal, wird q beibehalten, und ist
der dritte maximal, wird  um 1 erhoht.

Entscheidend ist, da} sich die GroBen Eq_;, Eq, Eq41 aus dem Schema
der dividierten Differenzen rekursiv berechnen lassen. Man kann zeigen

EQ*I =0g-1,2 f (1)[Xp+1, Xps -5 Xp7q+1],
1
Eq = 0q2 f )[Xp+1’ Xps -« - » Xp—ql,

ECH—] = 0Oq+1,2 f (1)[Xp+1 s Xps -+ Xp—g=115
wobei die GroBen f([Xpy1, Xp, ..., Xp_i] die dividierten Differenzen fiir
die Stiitzpunkte (Xp41, f;}:l), (Xp, fp), ..., (Xp—i, Tp—i) und die GroBen g
durch

Xp+l - o
gij = Qi (X)(x — Xp+1)]7 dx, i, ] > 1,
Xp

definiert sind. Die g;; geniigen der Rekursion
Oij = Xpr1 — Xpr1-i)Gi-1,j +Gi—1,j+1
firj=1,2,...,9+2—i,i =2,3,...,Q, mit den Startwerten

_ (=Ope = xp) !
jG+D

O1j , j=1,...,9+ 1.
Das so besprochene Verfahren ist ,,selbststartend: Man beginnt mit q = 0,
erhoht im ndchsten Schritt auf g = 1 u.s.w. Die fiir Mehrschrittverfahren
mit dquidistanten Schrittweiten und festem g notwendige ,,Anlaufrechnung®
(vgl. 7.2.6) entfillt.

Fiir ein eingehendes Studium muf auf die Spezialliteratur verwiesen
werden, etwa Hairer, Norsett and Wanner (1993), Shampine and Gordon
(1975), Gear (1971) und Krogh (1974).
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7.2.14 Extrapolationsverfahren zur Losung des Anfangswertproblems

Wie in Abschnitt 3.5 ausgefiihrt, legen asymptotische Entwicklungen die
Anwendung von Extrapolationsverfahren nahe. Besonders effektive Extra-
polationsverfahren erhdlt man fiir Diskretisierungsverfahren mit asymptoti-
schen Entwicklungen, in denen nur gerade h-Potenzen auftreten. Man be-
achte, daf} das fiir die Mittelpunktsregel bzw. fiir die modifizierte Mittel-
punktsregel der Fall ist [s. (7.2.12.8), (7.2.12.9) bzw. (7.2.12.10),
(7.2.12.13)].

In der Praxis verwendet man insbesondere die Graggsche Funktion
S(x; h) (7.2.12.10), deren Definition wegen ihrer Wichtigkeit wiederholt
sei:

Gegeben sei das Tripel (f, Xg, Yo), eine reelle Zahl H und eine natiirliche
Zahl n > 0. Man definiere X := Xy + H, h := H/n. Zu dem Anfangswert-
problem

y =1y, YyX)=Yo

mit der exakten Losung y(X) wird der Ndherungswert S(X; h) fiir y(X) auf
folgende Weise berechnet:

Mo - = Yo,
m:=no+hf(Xo,n0), X :=% +h,
(7.2.14.1)  firj=1,2,..., n—1:
Ni+1:=nj—1+2hf (X, n), X=X +h,
S(%; h) = 300 + 11 + f (X, 70)].

Bei Extrapolationsverfahren zur Approximation von y(X) wahlt man dann
(s. 3.4, 3.5) eine Folge

F={n0,n1,n2,...}, O<np<ni<n<---,

von natlirlichen Zahlen und berechnet fiir h; := H/n; die Werte S(X; h;),
i =0,1,.... Wegen des Oszilliationsterms (—1)*%)/" in (7.2.12.13)
darf F jedoch nur gerade oder nur ungerade Zahlen enthalten. Gewohnlich
nimmt man die Folge

(7.2.14.2) F=1{2,4,6,8,12,16,...}, n:=2nj_, fiuri >3.

Wie in Abschnitt 3.5 berechnet man dann ausgehend von den S(X; h;)
in der nullten Spalte mit Hilfe von Interpolationsformeln ein Tableau von
weiteren Werten Tk, und zwar Schrigzeile fiir Schrigzeile:
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hy | S(X;hg) = Too

Tu
hy | SX;h) =Ty T
N\
T Ts;
(7.2.14.3) 4 S
hy | S(X;hy) =Ty Ts,
/!
Ts

hs | S(X;hs) =Ty

Dabei ist
Tik := Tik(0)

gerade der Wert des interpolierenden Polynoms (besser nimmt man rationale
Funktionen) k-ten Grades in h?,

Ti(h) = a +ah? + ... + ach,

mit 'ﬁk(hj) = S(X; hy) fir j =i,i—1,...,i —k. Wie in 3.5 gezeigt wurde,
konvergiert jede Spalte von (7.2.14.3) gegen y(X)

lim Tigx=yX) fir k=0,1,....
I—00

Insbesondere konvergieren bei festem k die Tix fir i — oo wie ein Ver-
fahren (2k + 2)-ter Ordnung gegen Y(X). In erster Naherung gilt wegen
(7.2.12.13) [s. (3.5.9)]

Tik — Y = (=D nh?_, - hPy [Tip1 (R) + D (0]

Weiter kann man wie in 3.5 mit Hilfe des Monotonieverhaltens der Ty
asymptotische Abschitzungen fiir den Fehler Tix — y(X) gewinnen.

Hat man ein hinreichend genaues Tix =: Yy gefunden, wird y als
Naherungswert fiir y(X) akzeptiert. AnschlieBend kann man auf dieselbe
Weise y(X) an einer weiteren Stelle X = X + H niherungsweise berechnen,
indem man Xy, Yo, H durch X, ¥, H ersetzt und das neue Anfangswertpro-
blem wie eben 10st.

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl das Extrapolationsverfah-
ren auch zur Lésung eines Anfangswertproblems (7.0.3), (7.0.4) fiir Systeme
von n gewohnlichen Differentialgleichungen anwendbar ist. In diesem Fall
sind f(X,Yy) und y(x) Vektoren von Funktionen, Yy, nj und schlieBlich
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S(X; h) (7.2.14.1) sind Vektoren des R". Die asymptotischen Entwicklun-
gen (7.2.12.9) und (7.2.12.13) sind nach wie vor richtig und bedeuten, da
jede Komponente von S(X; h) € R" eine asymptotische Entwicklung der
angegebenen Form besitzt. Die Elemente Tjx von (7.2.14.3) sind ebenfalls
Vektoren aus dem R", die wie eben komponentenweise aus den entspre-
chenden Komponenten von S(X; h;) berechnet werden.

Bei der praktischen Realisierung des Verfahrens tritt das Problem auf,
wie man die Grundschrittweite H wéhlen soll. Wahlt man H zu gro8,
mull man ein sehr groes Tableau (7.2.14.3) konstruieren, bevor man ein
geniigend genaues Tj findet: i ist eine groBe Zahl und um Tk zu bestimmen,
hat man S(X; h;) fir j =0, 1, ..., i zu berechnen, wobei die Berechnung
von S(X; h;) allein nj +1 Auswertungen der rechten Seite f (X, y) der Diffe-
rentialgleichung erfordert. So wachsen bei der Folge F (7.2.14.2) die Zahlen
S = Z; _o(nj +1) und damit der Rechenaufwand fiir ein Tableau mit i 4 1
Schrégzeilen mit i rasch an: es gilt 54, ~ 1.45.

Wenn die Schrittweite H zu klein ist, werden unnétig kleine und damit
zu viele Integrationsschritte (Xg, Y(Xo)) = (Xo + H, y(Xo + H)) gemacht.

Es ist deshalb fiir die Effizienz des Verfahrens sehr wichtig, daBl
man &dhnlich wie in 7.2.5 einen Mechanismus fiir die Schétzung einer
verniinftigen Schrittweite H in das Verfahren einbaut. Dieser Mechanismus
muf} zweierlei leisten:

a) Er muB sicherstellen, daf eine zu groBe Schrittweite H reduziert wird,
bevor ein unndtig groes Tableau konstruiert wird.

b) Er sollte dem Benutzer des Verfahrens (des Programms) fiir den
nichsten Integrationsschritt eine brauchbare Schrittweite H vorschlagen.

Wir wollen auf solche Mechanismen nicht weiter eingehen und es mit
der Bemerkung bewenden lassen, dal man im Prinzip ebenso wie in Ab-
schnitt 7.2.5 vorgehen kann.

Ein ALGOL-Programm fiir die Losung von Anfangswertproblemen mit-
tels Extrapolationsverfahren findet man in Bulirsch und Stoer (1966).

7.2.15 Vergleich der Verfahren zur Losung
von Anfangswertproblemen

Die beschriebenen Verfahren zerfallen in drei Klassen,
a) Einschrittverfahren,
b) Mehrschrittverfahren,
¢) Extrapolationsverfahren.
Alle Verfahren gestatten eine Anderung der Schrittweite h in jedem In-
tegrationsschritt, eine Anpassung der jeweiligen Schrittweite stoft bei ihnen
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auf keine grundsitzlichen Schwierigkeiten. Die modernen Mehrschrittver-
fahren und auch die Extrapolationsverfahren arbeiten dariiber hinaus nicht
mit festen Ordnungen. Bei Extrapolationsverfahren kann die Ordnung bei-
spielsweise miihelos durch Anhéngen weiterer Spalten an das Tableau der
extrapolierten Werte erhoht werden. Einschrittverfahren vom Runge-Kutta-
Fehlberg-Typ sind von der Konstruktion her an eine feste Ordnung gebun-
den, doch lassen sich mit entsprechend komplizierten Ansétzen auch Ver-
fahren mit variabler Ordnung konstruieren. Untersuchungen dartiber sind im
Gange.

Um die Vor- bzw. Nachteile der verschiedenen Integrationsmethoden
herauszufinden, wurden mit gro3ter Sorgfalt Rechenprogramme fiir die oben
erwihnten Verfahren erstellt und umfangreiche numerische Experimente mit
einer Vielzahl von Differentialgleichungen durchgefiihrt.

Das Ergebnis kann etwa so beschrieben werden: Den geringsten Rechen-
aufwand gemessen in der Anzahl der Auswertungen der rechten Seite einer
Differentialgleichung erfordern die Mehrschrittverfahren. Pro Schritt mufl
bei einem Pradiktor-Verfahren die rechte Seite der Differentialgleichungen
nur einmal zusidtzlich ausgewertet werden, bei einem Korrektor-Verfahren
ist diese Zahl gleich der (im allgemeinen geringen) Zahl der Iterationen.
Der Aufwand, den die Schrittweitensteuerung bei Mehrschrittverfahren ver-
ursacht, gleicht diesen Vorteil aber wieder weitgehend aus. Mehrschritt-
verfahren haben den hochsten Aufwand an Unkosten-Zeit (overhead-time).
Vorteile sind insbesondere dann gegeben, wenn die rechte Seite der Dif-
ferentialgleichung sehr kompliziert gebaut ist und deshalb jede ihrer Aus-
wertungen sehr teuer ist. Im Gegensatz dazu haben Extrapolationsverfahren
den geringsten Aufwand an Unkosten-Zeit, dagegen reagieren sie manch-
mal nicht so ,,feinfithlig® auf Anderungen der vorgegebenen Genauigkeits-
schranke ¢ wie Einschrittverfahren oder Mehrschrittverfahren: haufig wer-
den viel genauere Ergebnisse als gewiinscht geliefert. Die Zuverlassigkeit
der Extrapolationsverfahren ist sehr grof3, bei geringeren Genauigkeitsan-
forderungen arbeiten sie aber nicht sehr wirtschaftlich, sie sind dann zu
teuer.

Bei geringen Genauigkeitsanforderungen sind Runge-Kutta-Fehlberg-
Verfahren (RK F-Verfahren) niedriger Ordnungen p vorzuziehen. RK F-
Verfahren gewisser Ordnungen reagieren auf Unstetigkeiten der rechten
Seite der Differentialgleichung manchmal weniger empfindlich als Mehr-
schritt- oder Extrapolations-Verfahren. Zwar wird, wenn keine besonderen
Vorkehrungen getroffen werden, bei RK F-Verfahren die Genauigkeit an
einer Unstetigkeitsstelle zundchst drastisch reduziert, danach aber arbeiten
diese Verfahren wieder storungsfrei weiter. Bei gewissen prakischen Pro-
blemen kann das vorteilhaft sein.
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Keine der Methoden weist solche Vorteile auf, dal sie allen anderen
vorgezogen werden konnte (vorausgesetzt, dall alle Methoden sorgfiltig pro-
grammiert wurden). Welches Verfahren fiir ein bestimmtes Problem heran-
gezogen werden soll, hingt von vielen Dingen ab, die hier nicht im einzelnen
erldutert werden kdnnen, dazu muf3 auf die Originalarbeiten verwiesen wer-
den, siehe z.B. Clark (1968), Crane und Fox (1969), Hull et al. (1972),
Shampine et al. (1976), Diekhoff et al. (1977).

7.2.16 Steife Differentialgleichungen

Der Zerfall von Ozon in den hoheren Luftschichten unter der Einwirkung
der Sonnenstrahlung wird in der chemischen Reaktionskinetik beschrieben
durch

03—‘1-02%0—‘1-202; O3+OE>202
2

Die kinetische Parameter K, j = 1, 2, 3, sind dabei aus Messungen bekannt
— oder werden durch Losung eines ,,inversen Problems* aus gemessenen
Zerfallskurven der Substanzen bestimmt. Bezeichnen y; = [Os], vy, = [O],
y; = [O,] die Konzentrationen der miteinander reagierenden Gase, so wird
diese Reaktion, sehr vereinfacht, durch die Losungen des Differentialglei-
chungssystems

Vi) = —kiy1ys + kayay; — Ksyi v,
Vo) = Kiyiys — keyays — Ksyi v,
V() = —kiy1ys + keyayi + ksyiys

beschrieben [vgl. Willoughby (1974)].

Nimmt man die Konzentration von molekularem Sauerstoff [O,] als
konstant, y3 = 0, und die Anfangskonzentration des Radikals O als Null
an, ¥,(0) = 0, so erhdlt man bei entsprechender Skalierung der k; das
Anfangswertproblem

Vi=—Yi—Yiys +29%y,,  yi(0)=1,
Y2 =1 = Y1¥2)/98 —=3y2, ¥2(0) =0, -

Typisch fiir Probleme der chemischen Reaktionskinetik sind die stark unter-
schiedlichen Zeitordnungen, in denen die Reaktionen ablaufen. Das dufBert
sich in den unterschiedlichen Grofenordnungen der Koeffizienten im Dif-
ferentialgleichungssystem. Eine Linearisierung ergibt daher einen weiten
Bereich der Eigenwerte [s. Gerschgorin-Kreissatz (6.9.4))]. Man muf} also
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Losungen erwarten, die durch ,,Grenzschichten* und ,,asymptotische Pha-
sen” gekennzeichnet sind. Solche Systeme bereiten bei der numerischen
Integration grofle Schwierigkeiten.

Ein Beispiel [vgl. dazu Grigorieff (1972, 1977)] moge das erldutern.
Gegeben sei das System (mit der unabhingigen Variablen X)

A+ Ao AL — A2

Vi) = —>—W 5V
7.2.16.1
( ) y/(x)_)\‘l—)\,zy +)\.1+)\-2y
2 - 2 1 2 25
mit negativen Konstanten A < 0, i = 1, 2. Seine allgemeine Losung ist
X) = Ce&"1% 4 C,e%,
(7.2.16.2) y160 =G ?

Ya(X) = C1eM* — Cre%,

mit Integrationskonstanten C,, C,.
Integriert man (7.2.16.1) mit dem Euler-Verfahren [s. (7.2.1.3)], so las-
sen sich die numerischen Naherungen geschlossen darstellen,

ni = C](l =+ h)\.])i + C2(l + hA-Z)iv
mi = Ci(1+hipt — Ca(1 +hiy)'.

Offensichtlich konvergieren die Ndherungen fiir i — oo nur dann gegen 0,
falls die Schrittweite h so klein gewihlt wird, dafl

(7.2.16.4) T4+hi <1 und [1+hi <.

(7.2.16.3)

Es sei nun |A,| groB gegen |1;|. Wegen A, < 0 ist dann in (7.2.16.2) der
EinfluB der Komponente €2* gegeniiber €* vernachlissigbar klein. Leider
gilt das nicht fiir die numerische Integration. Wegen (7.2.16.4) muf3 ndmlich
die Schrittweite h > 0 so klein gewihlt werden, dal3

h < i
|22
Fiir den Fall A; = —1, &, = —1000 ist h < 0.002. Obwohl also e 1000x
zur Losung praktisch nichts beitrdgt, bestimmt der Faktor 1000 im Expo-
nenten die Schrittweite. Dieses Verhalten bei der numerischen Integration
bezeichnet man als steif (stiff equations).

Ein solches Verhalten ist allgemein zu erwarten,wenn fiir eine Differen-
tialgleichung Yy’ = f (X, y) die Matrix fy(X, y) Eigenwerte A mit ReA < 0
besitzt.

Das Euler-Verfahren (7.2.1.3) ist fiir die numerische Integration solcher
Systeme kaum geeignet; gleiches gilt fiir die RKF-Verfahren, Mehrschritt-
verfahren und Extrapolationsverfahren, die bisher behandelt wurden.
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Geeignete Methoden zur Integration steifer Differentialgleichungen lei-
ten sich aus den sogenannten impliziten Verfahren ab. Als Beispiel diene
das implizite Eulerverfahren .

(7.2.16.5) M1 =0 +hfXipr, miv), 1=0,1,....

Die neue Néherung njy; 148t sich nur iterativ bestimmen. Der numerische
Aufwand wichst also betréchtlich.

Man findet hdufig, daB bei konstanter Schrittweite h > 0 viele Verfahren
angewandt auf das lineare Differentialgleichungssystem

(7.2.16.6) y =Ay, y0) =y,

A eine n x n-Matrix, eine Folge von Néherungsvektoren n; fiir die Losung
y(X) liefern, die einer Rekursionsformel

(7.2.16.7) niv1 = g(hA)ny;

geniigen. Die Funktion g(z) hingt nur von dem betreffenden Verfahren ab
und heiBt Stabilitdtsfunktion. Sie ist gewdhnlich eine rationale Funktion, in
die man eine Matrix als Argument einsetzen darf.

Beispiel: Fiir das explizite Euler-Verfahren (7.2.1.3) findet man
mi+1 =0 +hAg = (I +hAni, alsog@=1+z
fir das implizite Euler-Verfahren (7.2.16.5):

mig1 =1 +hAgs1,  7migr = —hA 'p, also g2 = 1/(1 - 2).

Nimmt man an, daB in (7.2.16.6) die Matrix A nur Eigenwerte Aj mit
ReAj < 0 besitzt [vgl. (7.2.16.1)], so konvergiert die Losung y(X) von
(7.2.16.6) fiir X — oo gegen 0, wihrend wegen (7.2.16.7) die diskrete
Losung {n;j} fir i — oo nur fiir solche Schrittweiten h > 0 gegen 0 kon-
vergiert, fiir die |g(hA;j)| < 1 fiir alle Eigenwerte ; von A gilt.

Weil das Vorkommen von Eigenwerten A; mit Re A; < 0 nicht notwen-
dig die Verwendung kleiner Schrittweiten h > 0 erzwingt, ist deshalb ein
Verfahren fiir die Integration steifer Differentialgleichungen geeignet, wenn
es absolut stabil in folgendem Sinne ist:

(7.2.16.8) Def.: Ein Verfahren (7.2.16.7) heifst absolut stabil (A-stabil), falls
|9(2)| < 1 fiir alle Rez < 0 gilt.

Eine genauere Beschreibung des Verhaltens einer Methode (7.2.16.7)
liefert ihr absolutes Stabilitdtsgebiet, unter dem man die Menge

(7.2.16.9) M =(zeC|lg@)| < 1)
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versteht: Ein Verfahren ist umso geeigneter fiir die Integration steifer Dif-
ferentialgleichungen, je groBer der Durchschnitt .22 N C_ von .Z4 mit der
linken Halbebene C_ = {z | Rez < 0} ist; es ist absolut stabil, falls .Z
sogar C_ enthilt.

Beispiel: Das absolute Stabilititsgebiet des expliziten Euler-Verfahrens ist
{z’ 142 <1},

das des impliziten Euler-Verfahrens
z| 11 -2>n.

Das implizite Euler-Verfahren ist also absolut stabil, das explizite nicht.

Unter Beriicksichtigung der A-Stabilitdt lassen sich analog zu den Aus-
filhrungen in den vorherigen Kapiteln (7.2.14), (7.2.1) und (7.2.11) Extrapo-
lationsverfahren, Einschrittverfahren und Mehrschrittverfahren entwickeln.
Alle Methoden sind implizit oder semi-implizit, da nur diese Methoden
eine rationale Stabilitdtsfunktion besitzen. Die frither hergeleiteten expliziten
Verfahren fiihren auf polynominale Stabilititsfunktionen, die nicht A-stabil
sein konnen. Das implizite Element aller steifen Differentialgleichungsléser
besteht in der einfachen (semi-implizit) oder mehrfachen Loésung linearer
Gleichungssysteme (resultierend aus Iterationsverfahren vom Newton Typ).
Die Matrix E dieser linearen Gleichungssysteme enthélt dabei im wesentli-
chen die Jacobimatrix fy, = fy(X, y); i. allg. wahlt man E = | — hy f, mit
einer Konstanten y.

Extrapolationsverfahren

Wir wollen eine Extrapolationsmethode zur Losung steifer Systeme der
Form* y' = f(y) herleiten. Dazu spaltet man zundchst den steifen Teil
der Losung y(t) in der Ndhe von t = X ab, indem man die modifizierte
Funktion c(t) := e" A" y(t) mit A:= f,(y(x)) einfiihrt. Fiir sie gilt

c(x) = f(yx), mit f(y):= f(y)— Ay,

so daB das Eulerverfahren (7.2.1.3) bzw. die Mittelpunktsregel (7.2.6.9) die
Néherungen

c(x +h) ~ y(x) + hf(yx),
c(x + h) = c(x — h) + 2h f (y(x))

* Jede Differentialgleichung kann auf diese autonome Form reduziert wer-
- ~ 1/ Fos o
den: ¥ = f (X, ¥) ist dquivalent zu [){] = [f()i’y)].
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liefert. Mit Hilfe von c(x £ h) = eFA"y(x £ h) ~ (I = Ah)y(x £ h) erhalt
man eine semi-implizite Mittelpunktsregel [vgl. (7.2.12.8)],

n(%o; h) ==y, A= fy(yo),
n(Xo +h; h) == (I = hA) [y + hf(yo)l,
n(x+h;h):= (1 —hA)'[(I + hA)nx —h; h) +2h f (n(x; h))]

fir die Berechnung einer Naherungslosung n(x; h) ~ y(x) des Anfangs-
wertproblems Y = f(y), y(Xo) = Y. Diese Methode wurde von Bader und
Deuflhard (1983) als Basis von Extrapolationsverfahren genommen, die mit
groflem Erfolg zur Losung von reaktionskinetischen Problemen der Chemie
verwendet wurden.

Einschrittverfahren

In Anlehnung an Runge-Kutta-Fehlberg-Methoden [s. (7.2.5.7) ff.] ha-
ben Kaps und Rentrop (1979) fiir autonome Systeme [s. letzte FuBnote]
y' = f(y) Verfahren zur Integration von steifen Differentialgleichungen
konstruiert, die sich durch einfachen Aufbau, Effizienz und eine robuste
Schrittweitensteuerung auszeichnen. Numerisch getestet wurden sie bis zu
den extremen Werten

)‘max

=107 (bei 12-stelliger Rechnung).

)\min
Analog zu (7.2.5.7) hat man
Vi1 =¥ +h&i(yis h,

(7.2.16.10) 4 g !
Vi1 = Vi +hen(yi; h),
mit
A(X, Yy()): h) — &1(y(x); h)| < N;h?,
(7.2.16.11) [A(X, Y(X)); h) 1(y(x); ) < Np .
[A(X, y(X)); h) — & (y(x); h)| < Nyh?,
und
3
Pi(y:h) =y (y: hy,
k=1
4
d(y; h) = Zék fe(y; h),
k=1
wobei fiir die f := f*(y;h), k=1, 2, 3, 4, gilt

k—1 k

(7.2.16.12) fr = f (y+ hy B f|*) +h'p Yt
=1 =1
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Bei gegebenen Konstanten miissen die f.* aus diesen Systemen iterativ be-
stimmt werden. Die Konstanten geniigen Gleichungen, die dhnlich wie in
(7.2.5.9) ff. gebaut sind. Kaps und Rentrop geben folgende Werte an:
wk= 0.220428410 firk =1, 2, 3, 4,
1= 0.822867461,

yaii=  0.695700194, yn= 0,

ya1= 3.90481342, yap= 0, y3=1,

Ba1= —0.554591416,

Byu= 0.252787696, Ban= 1,

Bu= B, Bo= B, P =0,

c; = —0.162871035, c, = 1.18215360,

Cc; = —0.192825995;) — 1,

¢ = 0.545211088, ¢ = 0.301486480,

&G = 0.177064668, € = —0.23762236319 — 1.

Die Schrittweitensteuerung erfolgt nach (7.2.5.14)

T T B L
[9i+1 — Vit

Dahlquist (1963) hat bewiesen, dall es keine A-stabilen r-Schrittverfahren
der Ordnung r > 2 gibt und daB die implizite Trapezregel

Mehrschrittverfahren

h
Mn+1 = Nn + E(f(xn» M) + fXne1, Mng1)), N >0,

wobei n; durch das implizite Eulerverfahren (7.2.16.5) gegeben wird, das
A-stabile Mehrschrittverfahren der Ordnung 2 mit dem (betragskleinsten)
Fehlerkoeffizienten ¢ = —11—2 ist.

Gear (1971) zeigte, daB auch die sog. BDF-Verfahren bis zur Ord-
nung r = 6 gute Stabilititseigenschaften besitzen: Thre Stabilititsgebiete
(7.2.16.9) enthalten streifenformige Teilmengen von C_ = {z | Rez < 0}
deren Form in Fig. 5 skizziert ist.

Diese Verfahren gehdren zu der speziellen Wahl [siehe (7.2.11.3)]
x () =byp

und koénnen mit Hilfe von Riickwértsdifferenzen (backward differences) dar-
gestellt werden, was den Namen der Verfahren erklart [s. Gear (1971)]. Die
Koeffizienten der Standarddarstellung
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Im(z)

o
: Re(z)
stabile Menge
%
Fig. 5. Zur Stabilitdt der BDF-Verfahren
ri o o br a a & a3 &y as
1]90° 0 1 -1
2 900 O g l _ﬂ
3 3 3
6 2 9 18
3| 88° 0.1 - —— — ——
11 11 11 11
' 25 25 25 25 25
60 12 75 200 300 300
505124 | — —— @ — —"—= @ — ———
137 137 137 137 137 137
6 | 120 6.1 60 10 72 225 400 450 360
' 147 147 147 147 147 147 147

Ni+r T &_1Nj4r—1 + -+ &N = hboy f(xj+rv ’7j+r)

findet man in der folgenden Tabelle, die den Biichern von Gear (1971) bzw.
Lambert (1973) entnommen wurde.

Hier sind « = o und ¢ = ¢ die Parameter in Fig. 5, die zu der betr.
BDF-Methode gehort. Byrne und Hindmarsh (1987) berichten iiber sehr gute
numerische Ergebnisse dieser Methoden.

Weitere Details tiber steife Differentialgleichungen findet man in Grigo-
rieff (1972, 1977), Enright, Hull und Lindberg (1975), Willoughby (1974).
Eine neuere zusammenfassende Darstellung geben Hairer und Wanner
(1991).
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7.2.17 Implizite Differentialgleichungen,
Differential-Algebraische Gleichungen

Bisher wurden nur explizite gewohnliche Differentialgleichungen y' =
f (X, y) (7.0.1) behandelt. Fiir viele moderne Anwendungen, bei denen grofe
implizite Systeme

F(X.y.y) =0

zu losen sind, ist diese Einschrinkung zu stark. Es ist deshalb auch aus
Griinden der Effizienz wichtig, Verfahren zur direkten Losung solcher Sy-
steme zu entwickeln, ohne sie vorher in explizite Form zu bringen, was auch
nicht immer moglich ist.

Beispiele sehr grofier impliziter Systeme findet man in vielen wichtigen An-
wendungen, z. B. bei dem Entwurf von Mikrochips fiir moderne Rechner. Eine wirt-
schaftliche Planung solcher Chips, in die auf engstem Raum Tausende von Tran-
sistoren eingeétzt sind, ist ohne den Einsatz numerischer Techniken nicht moglich.
Ein Mikrochip stellt, abstrakt gesehen, ein kompliziertes elektrisches Netzwerk dar.
Die Kirchhoffschen Gesetze fiir die elektrischen Spannungen und Stréme in den
Knotenpunkten des Netzwerkes fithren auf ein System von Differentialgleichungen,
deren Losungen gerade die Spannungen und Strdme als Funktionen der Zeit t sind.
Anhand der numerischen Losungen des Differentialgleichungssystems kdnnen also
noch vor der eigentlichen Fertigung des Chips seine elektrischen Eigenschaften be-
stimmt werden, d.h. man kann solche Chips auf einem Grofrechner ,,simulieren*
[s. z.B. Bank, Bulirsch und Merten (1990), Horneber (1985)].

Die auftretenden Systeme von Differentialgleichungen sind implizit. Je nach
Komplexitit der verwendeten Transistormodelle unterscheidet man:

(7.2.17.1) Lineare, implizite Systeme
CU(t) = BU() + f(1),

(7.2.17.2) Linear-implizite, nichtlineare Systeme
CU@) = f(t,U)),

(7.2.17.3) Quasilinear-implizite Systeme
CUHU® = f(t, U,

(7.2.17.4) Algemeine implizite Systeme

Ft,U®), Q) =0,
Q) = C(U)HU ).

Der Vektor U, er kann mehrere tausend Komponenten enthalten, beschreibt die Kno-
tenspannungen des Netzwerkes. Die Matrix C, in der Regel diinn besetzt und sin-
gulér, enthélt die Kapazitdten des Netzwerkes, die spannungsabhdngig sein kénnen,
C=CU).

Zur Losung von Systemen des Typs (7.2.17.2) existieren bereits numerische Al-
gorithmen [vgl. Deuflhard, Hairer und Zugk (1987), Petzold (1982), Rentrop (1985),
Rentrop, Roche und Steinebach (1989)]. Die effiziente und zuverlédssige numerische
Losung der Systeme (7.2.17.3) und (7.2.17.4) ist noch Gegenstand der Forschung
[s. z.B. Hairer, Lubich und Roche (1989), Petzold (1982)].
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Im folgenden werden einige grundsitzliche Unterschiede solcher impli-
ziter Systeme zu den bisher behandelten Systemen der Form (wir bezeichnen
die unabhéngige Variable wieder mit X)

(7.2.17.5) V(X)) = f(X yX), YX):= Yo,
angegeben. Bei Systemen vom Typ (7.2.17.1),
Ay'(x) = By(x) + f(x),
Y(X0) = Yo.

mit y(X) € R" und n x n-Matrizen A, B kann man folgende Félle unter-
scheiden:

(7.2.17.6)

1. Fall: A regulir, B beliebig.
Die formale Losung des zugehorigen homogenen Systems ist

(X—X)A~'B

y(x) =¢€ Yo-

Obwohl das System in explizite Form gebracht werden kann, y = A~!By+
A~'f, ist dies in der Praxis fiir groBe diinn besetzte Matrizen A und B nicht
moglich, weil A~!'B in der Regel eine ,,volle* Matrix sein wird, die schwer
zu berechnen und zu speichern ist.

2. Fall: A singulér, B regulir.
Dann ist (7.2.17.6) dquivalent zu

B'AY =y+ B f(x).

Die Jordan-Normalform J der singuldren Matrix B~'A = TJT~! hat die
Gestalt
J_[w o
O NYJ’

wobei W die Jordanbldcke zu den Eigenwerten A # 0 von B~!A enthilt
und N die zu den Eigenwerten A = 0.

Wir sagen, dal N den Index K besitzt, falls N nilpotent vom Grade k
ist, d.h. falls Nk = 0, NI = 0 fiir j < k. Die Transformation auf Jordan-
Normalform entkoppelt das System: Mit den Vektoren

uy .+ PO\ . +oinod
<v> =ty (q(x)) =T R

erhélt man das dquivalente System

WU'(x) = u(x) + p(x),
Nv'(x) = v(X) + q(x).
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Das Teilsystem flir U'(X) hat die Struktur von Fall 1 und ist fiir beliebige
Anfangswerte Y, eindeutig l16sbar. Dies gilt nicht fiir das Teilsystem fiir
v/(X): Zunidchst kann dieses System nur unter einer zusétzlichen Glattheits-
voraussetzung fir f gel6st werden, namlich

f e C*"'[Xo, Xend],

wobei k der Index von N ist. Es gilt dann

v(X) = —q(x) + Nv'(x)
= —(g(x) + Ng'(x)) + N*v"(x)

= —(Q(x) + Ng(x) + - -- + N g*D(x)).

Wegen NK = 0 bricht die Auflosungskette ab, und man sicht, daB v(x)
allein durch g(x) und seine Ableitungen bestimmt ist. Es treten also zwei
grundsitzliche Unterschiede zu (7.2.17.5) auf:

(1) Der Index der Jordan-Form zu B~'A bestimmt die erforderliche
Glattheit der rechten Seite f(X).

(2) Nicht alle Komponenten des Anfangswertes Y, sind frei wéhlbar:
v(Xp) ist durch q(x), f(x) und seine Ableitungen in X = X, fixiert. Fiir
die Losbarkeit des Systems miissen die Anfangswerte Yy = Y(Xo) eine
zusitzliche Konsistenzbedingung erfiillen, sie miissen ,,konsistent™ gewahlt
sein. In der Praxis kann das Problem der Berechnung konsistenter Anfangs-
werte freilich schwierig sein.

3. Fall: A und B singulir.

Hier muf8 man die Untersuchung auf ,,sinnvolle* Systeme eingrenzen.
Da es Matrizen gibt [ein triviales Beispiel ist A := B := 0], fiir die (7.2.17.6)
nicht eindeutig l6sbar ist, betrachtet man nur solche Matrixpaare (A, B), die
zu eindeutigen Losungen des Anfangswertproblems fithren. Es ist moglich
solche Paare mit Hilfe von reguldren Matrizenbiischeln zu charakterisieren:
Darunter versteht man Paare (A, B) quadratischer Matrizen, fiir die es ein
A € C gibt, so dal L A+ B eine nichtsinguldre Matrix ist. Da dann det(A A+
B) # 0 ein nichtverschwindendes Polynom in A vom Grad < n ist, gibt
es hochstens n Zahlen A, ndmlich die Eigenwerte des verallgemeinerten
Eigenwertproblems [s. Abschnitt 6.8] Bx = —AAX, fiir die AA+ B singulér
ist.

Fiir regulire Matrizenbiischel kann man zeigen, da das System
(7.2.17.6) hochstens eine Losung besitzt, fiir die es auch explizite For-
meln mit Hilfe der Drazin-Inversen gibt [s. z.B. Wilkinson (1982), oder
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Gantmacher (1969)]. Fall 3 wird hier nicht weiterverfolgt, da sich im Ver-
gleich zu Fall 2 keine grundsétzlich neuen Erkenntnisse ergeben.

Im Falle singuldrer Kapazititsmatrizen C zerfallen die Systeme
(7.2.17.1) und (7.2.17.2) nach entsprechender Transformation in ein Diffe-
rentialgleichungssystem und ein nichtlineares Gleichungssystem (die unab-
héngige Variable bezeichnen wir wieder mit X):

y'(x) = f(x, y(x), 2(x)),
(7.2.17.7) 0 = g(x, y(X), z(X)) € R™,
y(Xo) € R™, z(x9) € R™ :  konsistente Anfangswerte.

Dieses entkoppelte System wird auch als differential-algebraisches Sy-
stem bezeichnet [s. z. B. Griepentrog und Mirz (1986), Hairer und Wanner
(1991)]. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen besitzt es eine lokal ein-
deutige Losung, falls die Jacobimatrix

a
<a—2) regulér ist (Index-1 Annahme).

Differential-algebraische Systeme sind typisch fiir die Dynamik von Mehr-
korpersystemen — die Index-1 Annahme kann hier allerdings verletzt sein
[s. Gear (1988)].

Numerische Verfahren

Das differential-algebraische System (7.2.17.7) kann als Differentialglei-
chung auf einer Mannigfaltigkeit interpretiert werden. Man kann daher zu
seiner Losung erfolgreich Homotopietechniken mit Losern von Differen-
tialgleichungen (siehe 7.2) und von nichtlinearen Gleichungen (siehe 5.4)
kombinieren.

Ansitze fiir Extrapolations- und Runge-Kutta-Verfahren lassen sich for-
mal durch Einbettung der nichtlinearen Gleichung (7.2.17.7) in eine Diffe-
rentialgleichung

eZ (X) = g(X, Y(X), z(x))

und Untersuchung des Grenzfalls ¢ = 0 gewinnen. Effiziente und zu-
verldssige Extrapolations- und Einschrittverfahren fiir differential-algebra-
ische Systeme sind in Deuflhard, Hairer und Zugk (1987) beschrieben.

Das in (7.2.16.10)-(7.2.16.12) angegebene Integrationsverfahren fiir
steife Systeme 148t sich fiir implizite Systeme der Form (7.2.17.2) verallge-
meinern. Das folgende Verfahren der Ordnung 4 mit Schrittweitensteuerung
wurde von Rentrop, Roche und Steinebach (1989) angegeben. Mit der No-
tation aus Abschnitt 7.2.16 (und etwas verbesserten Koeffizienten) hat es
fiir autonome Systeme Cy’ = f (y) die Form
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k—1 k
Cff = f(y+hZ,Bk| f|*> FhEW Y it k=1.2.....5,

=1 =1

mit

k= 0.5 firk=1,2,3, 4,5,

= 4.0,

ysi= 0.46296. .., y= —1.5,

yai= 2.2083..., yaa= —1.89583 ..., ya3= —2.25,
ysi= —12.00694 . . ., vso= 7.30324074..., ys3= 19.0,
7/542—15.@...,

pai= 0,

Bs1= 0.25, Ba=0.25,

Bai= —0.0052083...,  Bp= 0.1927083...,  PBp= 0.5625,
Bsi= 1.200810185..., Ps;= —1.950810185..., PBsz= 0.25,
Bsa= 1.0,

¢ = 0.538..., ¢, =—0.13148..., c; = —0.2,
cs = 0.5925..., cs = 0.2,

¢ = 0.4523148..., & = —0.1560185.. ., & = 0,
& = 0.5037..., & = 0.2.

Mehrschrittverfahren eignen sich ebenfalls zur numerischen Losung
differential-algebraischer Systeme. Es sei hier nur auf das Programmpaket
DASSL [s. Petzold (1982)] verwiesen, das die Losung impliziter Systeme
der Form

F(X, y(x),y'(x)) =0

ermoglicht. Die Ableitung y'(X) wird hier durch die Gearschen BDF-
Formeln ersetzt. Dadurch geht das Differentialgleichungssystem in ein nicht-
lineares Gleichungssystem iiber. Fiir die Details der Losungsstrategien und
ihrer Implementierung sei auf die Literatur verwiesen, z.B. Byrne und
Hindmarsh (1987), Gear und Petzold (1984), und Petzold (1982).

7.2.18 Behandlung von Unstetigkeiten in Differentialgleichungen

Die bisher betrachteten Verfahren zur Integration von Anfangswertpro-
blemen der Form (7.2.1.1) setzen voraus, daf} die rechte Seite f der be-
trachteten Differentialgleichung bzw. die Losung y(X) hinreichend oft dif-
ferenzierbar ist. Aber bei der Modellierung von Problemen aus der An-
wendung wird man héiufig auf Anfangswertprobleme gefiihrt, deren rechte
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Seiten Unstetigkeiten aufweisen. Diese Unstetigkeiten kdnnen problembe-
dingt sein (z.B. Reibungs- und Kontaktphdnomene aus der Mechanik, char-
genweise betriebenen Prozesse aus der Verfahrenstechnik etc.), aber auch
durch notwendige Vereinfachungen bei der Modellierung verursacht sein
(z.B. niedrige Differenzierbarkeitsordnung der Interpolationsfunktionen fiir
tabellarisch gegebene Mef3daten).

Im folgenden betrachten wir Anfangswertprobleme der Form

y/(x) = fn(X’ y(x))7 anl <X< Xn, n= 172s )

7.2.18.1
( ) y(Xo) = Yo.

Die Anfangswerte yi = lim,_, + Y(X) an den Unstetigkeitsstellen, den
»Schaltpunkten® X,, seien bestimmt durch Sprungfunktionen

er = ¢H(Xna yr?)a

wobei Y, = lim,_,,- y(X).

Im allgemeinen ist es ndtig, die numerische Integration an den Schalt-
punkten X, anzuhalten und sie dann mit entsprechend abgednderter rechter
Seite an derselben Stelle neu zu starten. (In Abschnitt 7.2.15 wurde zwar
erwihnt, dal es Verfahren gibt, die direkt zur Integration von (7.2.18.1)
eingesetzt werden konnen, allerdings miissen an den Unstetigkeitspunkten
Einbuflen an Losungsgenauigkeit in Kauf genommen werden.)

Die Schaltpunkte X, N = 1 ,2,..., seien charakterisiert als Nullstellen
reellwertiger Schaltfunktionen

(7.2.18.2) On(Xn, V(X)) =0, n=1,2,....

Im folgenden werde angenommen, daBl es sich bei den Nullstellen immer
um einfache Nullstellen handelt.

Wire die Losungstrajektorie y(X) von (7.2.18.1) a priori bekannt,
konnte die Suche der Schaltpunkte auf die Bestimmung der Nullstellen von
(7.2.18.2) reduziert werden; dies ist im allgemeinen nicht der Fall.

Effiziente Verfahren zur Schaltpunktsuche, vgl. z.B. Eich (1992):

Seien 7'~' und n' numerische Approximationen der Ldsung von
(7.2.18.1) im (i — 1)-ten bzw. i-ten Integrationsschritt an den Punkten X'~
und X' mit der rechten Seite f,(X, y(X)); ¥(X) sei eine stetige Approxima-
tion der Losung y(X) zwischen beiden Punkten.

Im Intervall [x'~!, x'] befinde sich die Nullstelle X, der Schaltfunktion
n WO X1 < %, < X'. Wir setzen voraus, daB ein Wert ni existiert, und
damit auch ¥(x) auf dem gesamten Intervall [x'~!, xI].

Ist ¥(x) auf [x'~!, X, + €] hinreichend genau approximiert, so besitzt
die Funktion gn(X, ¥(x)) in [X~!, X, + €] auch eine Nullstelle X,, welche
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die gesuchte Approximation fiir den Schaltpunkt X, darstellt (¢ beschreibt
eine eventuelle rundungsfehlerbedingte Verschiebung der Nullstelle). Diese
Nullstelle kann man mit einem geeigneten Algorithmus bestimmen (z.B. Se-
kantenverfahren oder inverse Interpolation, s. Bd I. Abschnitt 5.9; in Gill et
al. (1995) werden diese Methoden erweitert (Safeguard-Verfahren)).

Zum Erkennen einer Unstetigkeit wire es zu aufwendig, zwischen zwei
Integrationsschritten jede Schaltfunktion nach einer Nullstelle abzusuchen.
Ist die Integrationsschrittweite so klein, dafl eine Schaltfunktion hochstens
eine Nullstelle zwischen zwei Integrationschritten besitzt, kann man sich
auf die Beobachtung von Vorzeichenwechseln der Schaltfunktionen be-
schrinken. Andern mehrere Schaltfunktionen ihr Vorzeichen, so wird der
Schaltvorgang durch diejenige Schaltfunktion ausgeldst, welche als erste
umschaltet.

7.2.19 Sensitivititsanalyse bei Anfangswertproblemen

Anfangswertprobleme enthalten nicht selten Abhéngigkeiten in Form von
reellen Parametern p = (py, ..., Pn,),

Yy (x; p) = f(x, y(x; p), p), Xp < X < Xi,

(7.2.19.1)
Yy(Xo; P) = Yo(p).

Kleine Anderungen der Parameter kénnen groBe Auswirkungen auf die
Losung y(X; p) haben. Das Studium solcher Abhéngigkeiten liefert wichtige
Einsichten in den durch die Differentialgleichung beschriebenen Prozef3.

Gesucht sind die zu einer Losungstrajektorie y(X; p) gehorigen Sensi-
tivitdten (Konditionszahlen)

dy(X; p)
ap Ip

Sind die Parameter p reine Modellparameter, so liefert diese Information
niitzliche Hinweise iiber die Eigenschaften des Modells. Sensitivititen spie-
len eine beherrschende Rolle bei der numerischen Berechnung der Losung
von Problemen der optimalen Steuerung, z.B. bei der Parametrisierung der
Steuerfunktionen und bei Parameteridentifizierungsaufgaben [Heim und von
Stryk (1996), Engl et al. (1999)].
Zur Berechnung der Sensitivititen existieren verschiedene numerisch

brauchbare Verfahren:

— Approximation durch Differenzenquotienten,

— Losung der Sensitivitdtsgleichungen,

— Losung adjungierter Gleichungen.
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Bei der ersten Methode werden die Sensitivitdten approximiert durch

Iy P | Y p+Ap&) — y(X; p)
api p Api

wobei g der i-te Einheitsvektor des R" ist. Der Aufwand bei der Implemen-
tierung ist nicht grofl. Bei Verwendung eines ordnungs- und/oder schritt-
weitengesteuerten Integrationsverfahrens ist zu beachten, daf bei der Inte-
gration der ,,gestorten” Trajektorien y(X; p+ Ap; &) dieselbe Ordnungs- und
Schrittweitenfolge wie bei der Berechnung der Referenztrajektorie y(X; p)
verwendet wird [s. Buchauer et al. (1994), Kiehl (1999)].

Werden hohere Genauigkeiten der Sensitivititen bendtigt, oder ist die
Zahl der Parameter hoher, sind im allgemeinen die beiden anderen Methoden
vorzuziehen.

Differenziert man das System (7.2.19.1) entlang einer Losung Y(X; p)
nach p, so erhdlt man unter Beriicksichtigung von Satz (7.1.8) die zu
(7.2.19.1) gehdrigen Sensitivititsgleichungen

, I=1,...,np,

(7.2.19.2)
Yy (X; p) _ af (X, y; p) 9y(X; p) n af (X, y; p)’ Yo < X < X1,
ap ay ap ap
ay(Xo; P) _ 3Yo(P)
op  op

Weitere Einzelheiten in Hairer et al. (1993).
Bei den Sensitivitdtsgleichungen (7.2.19.2) handelt es sich um ein Sy-
stem linearer Differentialgleichungen fiir die Funktion

Z(x) 1= dy(x; p)/ap.

Bei der Implementierung eines Algorithmus zu ihrer numerischen Losung
1aBt sich dies effektiv ausnutzen.

Auf die Methode der adjungierten Differentialgleichungen soll hier nicht
weiter eingegangen werden [s. z.B. Morrison und Sargent (1986)].

Die numerische Approximation der Sensitivititen kann sowohl mittels
adjungierter Gleichungen als auch {iber die Sensitivititsgleichungen sehr
effizient und mit hoher Genauigkeit vorgenommen werden. Grundlage ist
die interne numerischen Differentiation (IND), bei der unter anderem die
Rekursionsformeln zur numerischen Integration differenziert werden [Leis
und Kramer (1985), Caracotsios und Stewart (1985), Bock et al. (1995) ]. Im
Gegensatz zur IND steht die externe numerische Differentiation (END), bei
der das Integrationsverfahren (bis auf z.B. Anpassungen der Schrittweiten-
und Ordnungssteuerung) nicht verdndert wird.



7.3 Randwertprobleme 187

Bei Anfangswertproblemen mit Unstetigkeiten [s. Abschnitt 7.2.18] ist
eine Korrektur der Sensitivitdten an den Schaltpunkten vorzunehmen. Fiir
Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen wurden solche Korrekturen
in Rozenvasser (1967) behandelt, fiir Anfangswertprobleme von differen-
tial-algebraischen Gleichungssystemen mit differentiellem Index 1 in Galan,
Feehery und Barton (1998).

7.3 Randwertprobleme

7.3.0 Einleitung

Allgemeiner als Anfangswertprobleme sind Randwertprobleme. Bei diesen
wird eine Losung y(X) eines Systems
(7.3.0.1a)

Yi fLX, Y. ¥n)

y=fxy., y=|:] fxy= :
yl"l fn(x’ yl’---»yn)
von n gewohnlichen Differentialgleichungen gesucht, die eine Randbedin-
gung der Form

(7.3.0.1b) Ay(a@) + By(b) = ¢

erfiillt. Dabei sind a # b gegebene Zahlen, A, B quadratische n-reihige
Matrizen und c ein Vektor des R". In der Praxis sind die Randbedingungen
meistens separiert:

(7.3.0.11)) Ay@) =c, Byy(b) = ¢,

d.h. in (7.3.0.1b) konnen die Zeilen der_Mz_ltrix [A, B, c] so vertauscht wer-
den, daB fiir die umgeordnete Matrix [A, B, C] gilt.

o Al 0 Ci
[A&ﬂ:[ ]
0 B | ¢

Die Randbedingungen (7.3.0.1b) sind linear (genauer affin) in y(a), y(b).
Gelegentlich kommen in der Praxis auch nichtlineare Randbedingungen
der Form

(7.3.0.1b") r(y@, y(b)) =0

vor, die mittels eines Vektors r von n Funktionen rj, i =1, ..., n, von 2n
Variablen gegeben sind:
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rl(u19‘-'5un7vl5"-avn)
ru,v) =
rn(ulv-"vunsvlv'-'yvn)

Selbst separierte lineare Randwertprobleme sind noch sehr allgemein. So
lassen sich z. B. Anfangswertprobleme als spezielle Randwertprobleme die-
ses Typs auffassen (mit A= 1, a =Xy, C= Yy, B=0).

Wihrend Anfangswertprobleme gewdhnlich [s. Satz (7.1.1)] eindeutig
l6sbar sind, konnen Randwertprobleme auch keine Losung oder mehrere
Losungen besitzen.

Beispiel: Die Differentialgleichung
(7.3.0.2a) w +w=0

fiir die reelle Funktion w : R — R 148t sich mit den Abkiirzungen y; (X) := w(X),
Y2(X) := w’(X) in der Form schreiben

-3
Y2 9
Sie besitzt die allgemeine Losung

w(X) =C;sinX + Cycos X, Cjp, Cy beliebig.
Die spezielle Losung w(X) := sin X ist die einzige Losung, die den Randbedingungen
(7.3.0.2b) w(0) =0, w(m/2) =1
gentiigt. Alle Funktionen w(X) := Cj sin X, C; beliebig, erfiillen die Randbedingungen
(7.3.0.2¢) w(0) =0, w(m) =0,
wiahrend es keine Losung w(X) von (7.3.0.2a) gibt, die den Randbedingungen
(7.3.0.2d) w(0) =0, w(m) =1

geniigt. (Man beachte, da8 alle Randbedingungen (7.3.0.2b-d) die Form (7.3.0.1b")
mit A; = By =[1, 0] haben!)

Das vorstehende Beispiel zeigt, dal es keinen &hnlich allgemeinen Satz
wie (7.1.1) fur die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von Randwert-
problemen geben wird (siche dazu Abschnitt 7.3.3).

Viele praktisch wichtige Probleme lassen sich auf Randwertprobleme
(7.3.0.1) reduzieren, so zum Beispiel

Eigenwertprobleme fiir Differentialgleichungen,
bei denen die rechte Seite f eines Systems von n Differentialgleichungen
von einem weiteren Parameter A abhédngt

(7.3.0.3a) y = f(X,y,1),
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und n + 1 Randbedingungen der Form

(7.3.0.3b)
rl(Ul, ..., Un,v1,..., Un,)n)

r(y@.y,%) =0, r(uvr) = :
M1 (Up, ooy Un, U1, . vvy Uny A)

zu erfiillen sind. Das Problem (7.3.0.3) ist {iberbestimmt und besitzt daher
bei beliebiger Wahl von A i.a. keine Losung y(X). Das Eigenwertproblem
(7.3.0.3) besteht darin, diejenigen Zahlen A;, die Eigenwerte von (7.3.0.3),
zu bestimmen, fiir die (7.3.0.3) eine Losung y(X) besitzt. Durch Einfithrung
einer weiteren Funktion

Yns1(X) == A

und einer weiteren Differentialgleichung
Va1 (X) =0
ist (7.3.0.3) mit dem Problem
y="f(xy. f¥@.yb)=0
dquivalent, das nun die Form (7.3.0.1) besitzt. Dabei ist

y:|:y :|, f_(X, y) :=|:f(xs):)vyn+l):|7

Yn+1

rT(UI, ey Un, Un+1, V1y...,Un, Un+1) = r(u1, ey Un, Viy...,Un, Un+1).
Weiter lasssen sich auch
Randwertprobleme mit freiem Rand

auf gewohnliche Randwertprobleme (7.3.0.1) reduzieren. Bei diesen Proble-
men ist z. B. nur eine Randabszisse a gegeben, und es ist b (der freie Rand)
so zu bestimmen, daf} das System von n gewohnlichen Differentialgleichun-
gen

(7.3.0.4a) y="fxy
eine Losung Y besitzt, die n + 1 Randbedingungen erfiillt
ri(u, v)
(7.3.0.4b) r(y@, y(b)) =0, r(u, v) =
Mnt1(U, v)

Hier fiihrt man statt X eine neue unabhingige Variable t und eine noch zu
bestimmende Konstante z,,; := b — a ein durch
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X—a=1zy, o<t<l,
dzn,
VARREES T

[Stattdessen eignet sich auch irgendein Ansatz der Form X —a = & (t, z,11)
mit @ (1, Zyy1) = Zny1.]
Damit gilt fiir z(t) := y(@a +t zy41), Y(X) eine Losung von (7.3.0.4),

2(t) = Diz(t) = Dxy(@ +t Zns1) Zny1 = f(a+Zns1, 2(D) Znsr.
(7.3.0.4) ist daher mit dem Randwertproblem vom Typ (7.3.0.1)

z Zny fl@+t Z0p1, 20, ..., Z0)
(7.3.0.5) ' — : ,
Zy Zny fn@+t 2z, 20,000, 20)
2n+] 0
ri(zl(o)a-"7Zn(0)9zl(1)7-"7Zn(l)) =05 I = l"'~7n+ 17
fiir die Funktionen z (t),i =1, ..., n + 1, dquivalent.

7.3.1 Das einfache Schie3verfahren

Wir wollen das einfache Schiefsverfahren zuniachst an einem Beispiel erldu-
tern. Gegeben sei das Randwertproblem

w’ = f(X,w,w),

(7.3.1.1) w@ =a. w)=p

mit separierten Randbedingungen. Das Anfangswertproblem
(7.3.1.2) w' =fx,ww), w@=«a w@=s

besitzt dann i.a. eine eindeutig bestimmte Losung w(X) = w(X;s), die
natilirlich von der Wahl des Anfangswertes s fir w'(a) abhingt. Um das
Randwertproblem (7.3.1.1) zu 16sen, miissen wir S =: S so bestimmen, daf}
die zweite Randbedingung erfiillt wird, w(b) = w(b; 3) = B. Mit anderen
Worten: man hat eine Nullstelle S der Funktion F(S) := w(b;s) — 8 zu
finden. Fiir jedes Argument S kann man F(S) berechnen, indem man z. B.
mit den Methoden von Abschnitt 7.2 den Wert w(b) = w(b; S) der Losung
w(X; S) des Anfangswertproblems (7.3.1.2) an der Stelle X = b bestimmt.
Eine Berechnung von F(S) lduft also auf die Losung eines Anfangswert-
problems hinaus.

Zur Bestimmung einer Nullstelle S von F(S) kann man im Prinzip alle
Methoden von Kapitel 5 benutzen. Kennt man z. B. Werte s, sV mit
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w(a;s™M)

Fig. 6. Einfaches Schielverfahren

F(s”)<o0, F(s”)>o0

(s. Fig. 6) kann man S durch ein einfaches Bisektionsverfahren [s. Abschnitt
5.6] berechnen.

Da w(b; s) und damit F(S) i.a. [s. Satz (7.1.8)] stetig differenzierbare
Funktionen von S sind, kann man auch das Newton-Verfahren zur Bestim-
mung von § benutzen. Dazu hat man ausgehend von einem Startwert s
iterativ Werte s0) nach der Vorschrift

F(sV)
F/(s)

(7.3.1.3) 0+D — g _

zu berechnen. Die Zahlen w(b; s©) und damit F(s") kann man durch
Losung des Anfangswertproblems

(7.3.1.4) w” = f(x, w,w), w(@) = a, w'(a) = st

bestimmen. Den Wert der Ableitung von F,
F'(s) = 0 w(b; s)
- as b b

fiir s = s erhilt man z. B. durch Behandlung eines weiteren Anfangswert-
problems: Mit Hilfe von (7.1.8) bestitigt man leicht, daf3 fiir die Funktion
v(X) ;== v(X;S) = (3/9S)w(X; S)
(7.3.1.5)

V' = f,(X, w, w)v + fu X, w, w)v/, v@ =0, v@=1

gilt. Wegen der partiellen Ableitungen f,, f, ist das Anfangswertproblem
(7.3.1.5) 1. a. wesentlich komplizerter als (7.3.1.4). Aus diesem Grund ersetzt
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man in der Newton-Formel (7.3.1.3) die Ableitung F'(s") durch einen
Differenzenquotienten AF (s),

F(s© + As®) — F(s®)
As®

AF(sV) =

’

wobei As®) | geniigend” klein zu wihlen ist. F(s() + As") berechnet man
wie F(s!) durch Losung eines Anfangswertproblems. Dabei ergeben sich
folgende Schwierigkeiten:

Wihlt man As® zu groB, ist AF (s)) nur eine schlechte Approximation
fiir F/(sV) und die Iteration

7.3.1.3a it —gh . =/
( ) AF(s®)

konvergiert wesentlich schlechter gegen S als (7.3.1.3) (falls sie tiberhaupt
konvergiert). Wiahlt man As® zu klein, wird F(s® + AsV) ~ F(s®)
und bei der Subtraktion F(s® 4+ As®) — F(s®) tritt Ausléschung auf, so
daB selbst kleine Fehler bei der Berechnung von F(s®), F(s® + As®)
das Resultat AF(s") stark verfilschen. Die Losung der Anfangswertpro-
bleme (7.3.1.4), d. h. die Berechnung von F, hat man daher moglichst ge-
nau vorzunehmen. Der relative Fehler von F(s"), F(s®) + As®) darf nur
die GroBenordnung der Maschinengenauigkeit eps haben. Diese Genau-
igkeit kann man mit Extrapolationsverfahren erreichen [s. 7.2.14]. Wenn
dann As® auBerdem so bemessen ist, daB F(sV) und F(s® 4+ As®)
bei t-stelliger Rechnung etwa die ersten t/2 Stellen gemeinsam haben,
AsD AF (") ~ /eps F(s"), sind die Auswirkungen der Ausldschung
noch ertriglich. In der Regel ist dies bei der Wahl As®) = \/ﬁs(i) der
Fall.

Beispiel: Zu 16sen sei das Randwertproblem

n__ 3.2
w' = 5w,

w0) =4, w()=1.
Nach (7.3.1.2) berechnet man sich zunichst die Losung des Anfangswertproblems

n__ 3.2
w' = 5w,

w(0;8) =4, w'(0;8)=s.
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70
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50
40 =
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20
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| | |
-100 80 —60 —40 ~<20/ 0

s —

Fig.7. Graph von F(S)

Fig. 7 zeigt den Graphen von F(S) := w(1;S) — 1. Man sieht, daB F(S) zwei
Nullstellen 51, § besitzt. Die Iteration nach (7.3.1.3a) liefert

§; = —8.000 0000000,
S = —35.858548 7278.

Fig. 8. Die Losungen w; und wy

Fig. 8 illustriert die beiden Losungen wj (X) = w(X; §), i = 1, 2, der Randwert-
aufgabe. Sie wurden auf etwa 10 Ziffern genau berechnet. Beide Losungen lassen
sich ilibrigens geschlossen darstellen, es ist
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o ——
CERE eo

1 —cn(Cix — Calk?) 1
1 +cn(Cix—Cylk2) /3

w(X;§z)=Clz( -—

wo cn(§ |k?) die Jacobische elliptische Funktion zum Modul

V243

2

bezeichnet. Fiir die beiden Integrationskonstanten C;, C; erhélt man aus der Theorie
der elliptischen Funktionen und einem Iterationsverfahren nach 5.2 die Werte

Ci1 =4.30310990...,
Cy =2.3346419%....

k=

Ahnlich wie in diesem Beispiel verfihrt man bei der Losung eines allge-
meinen Randwertproblems (7.3.0.1a), (7.3.0.1b”) fiir n gesuchte Funktionen

Vi), i =1,...,n,
(73.1.6) Y =1y, r(y@,yb)=0, y=[y,....¥%]

wo f(X,y) und r(u, v) Vektoren von n Funktionen sind. Man versucht
wieder einen Startvektor s € R" fiir das Anfangswertproblem

(7.3.1.7) y = f(x,y), y@ =s

so zu bestimmen, daB die Losung y(X) = y(X;S) den Randbedingungen
von (7.3.1.6) gentigt

r(y@s), yb;s)) =r(s yb;s)) =0.
Dazu hat man eine Losung S = [0, 02, .. ., on]" der Gleichung
(7.3.1.8) F(s) =0, F(s) :=r1(s yb;s)),
zu finden, etwa mit Hilfe des allgemeinen Newton-Verfahrens (5.1.6),
(7.3.1.9) si+h —sO _ pF(sV) 7 F(sD).

Dabei ist in jedem Iterationsschritt F(s"), die Funktionalmatrix

A aF;
DF(sm):[a_mj )
s=s{

und die Losung d® := s® — s0+D des linearen Gleichungssystems
DF(™d® = F(s") zu berechnen. Zur Berechung von F(sV) =
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r(s®, y(b; s1)) hat man y(b; s1y zu bestimmen, d. h. das Anfangswertpro-
blem (7.3.1.7) fiir s = s zu 16sen. Zur Berechnung von DF (s") beachte
man

(7.3.1.10) DF(s) = Dur (s, y(b: 9)) 4+ Dyr (s, y(b: 8)) Z(h; 5)

mit den Matrizen

Dyr(u, v) = [M] D,r (U, v) = [Bri(u, v)]’
ayi (b; s)

90 ’

(7.3.1.11)
Z(b;s) = Dsy(b; s) = [

Bei nichtlinearen Funktionen f und r wird man DF(S) nicht mittels
dieser komplizierten Formeln berechnen, sondern stattdessen durch Diffe-
renzenquotienten approximieren: Man ersetzt D F (S) ndherungsweise durch
die Matrix

AF(s) =[A1F(9), ..., AnF(9)]
mit
(7.3.1.12)
AF(S) = F(oi,...,0)+ Aoj,...,0n0) — F(ol,...,aj,...,an).
Ao

Wegen F(s) = r(s, y(b; s)) hat man zur Berechnung von A; F(S) natiirlich
y(b; s) und y(b; s+ Aojeg) durch Lésung der entsprechenden Anfangswert-
probleme zu bestimmen.

Bei linearen Randbedingungen (7.3.0.1b),

ru,v)=Au+Bv—c, Dyr=A, D, =8B,
vereinfachen sich diese Formeln etwas. Es ist

F(s) = As+ By(b;s) —c,
DF(s) = A+ BZ(b;s).

In diesem Fall hat man zur Bildung von DF(S) die Matrix
ay(b; s) ay(b; S)}

9o doq

Z(b;s) = |:
zu bestimmen. Wie eben ersetzt man die j-te Spalte dy(b;s)/do; von
Z(b; s) durch einen Differenzenquotienten

y(o; 01,...,0) + Aoy, ...,on) =y 01,...,0],...,00)
AO'J'

Ajyb;s) ==
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und erhélt so die Ndherung

(7.3.1.13)
AF(s) = A+ BAy(bs), Ay(b;s) :=[A1y(0;9), ..., Any(b; S)].
Zur Durchfiihrung des nidherungsweisen Newton-Verfahrens
(7.3.1.14) si+D = s — AF(sV) 'R (sP)
ist also folgendes zu tun:
0. Wiihle einen Startwert s,
Firi=0,1,2,...:

1. Bestimme y(b; sy durch Lésung des Anfangswertproblems (7.3.1.7)
fiir s = 8 und berechne F(sV) =r(sV, y(b; sV)).

2. Wdhle{geniigend kleine) Zahlen Aoy # 0, | =1, ..., n, und bestimme
y(b; sV + Aocje)) durch Losung der n Anfangswertprobleme (7.3.1.7)
fir s=sV+ Acjg =[0(",....0/" + Acj,....o"TT, j =12, ...,
n.

3. Berechne 'AF(S(”) mittels (7.3.1.12) [bzw. (7.3.1.13)] und weiter die
Losung dV) des linearen Gleichungssystems AF (s")d® = F(s") und
setze s4HD 1= s _ d®,

In jedem Schritt des Verfahrens hat man also n4+1 Anfangswertprobleme
und ein N-reihiges Gleichungssystem zu 16sen.

Wegen der nur lokalen Konvergenz des (ndherungsweisen) Newton-
Verfahrens (7.3.1.14) divergiert das Verfahren im allgemeinen, wenn nicht
der Startvektor s bereits geniigend nahe bei einer Losung § von F(S) =
0 liegt [s. Satz (5.3.2)]. Da solche Startwerte in der Regel nicht bekannt
sind, ist das Verfahren in der Form (7.3.1.9) bzw. (7.3.1.14) noch nicht
sehr brauchbar: Man ersetzt es durch das modifizierte Newton-Verfahren

[s. (5.4.2.4)], das gewohnlich auch bei nicht sonderlich guten Startvektoren
s noch kovergiert (sofern das Randwertproblem iiberhaupt 15sbar ist).

7.3.2 Das einfache SchieSverfahren bei linearen Randwertproblemen

Bei der Ersetzung von DF(s") durch AF(s®) in (7.3.1.9) geht i.a. die
(lokale) quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens verloren. Das Er-
satzverfahren (7.3.1.14) ist in der Regel nur noch (lokal) linear konvergent
und zwar umso besser, je besser AF(s!)) und DF(s!) iibereinstimmen.
Im Sonderfall linearer Randwertprobleme ist nun DF(S) = AF(S) fiir alle
S (bei beliebiger Wahl der Aoj). Dabei heifit ein Randwertproblem linear,
falls f(Xx,y) eine affine Funktion in Yy ist und lineare Randbedingungen
(7.3.0.1b) vorliegen, d. h. es ist
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y =TXY + g(x),
(7.3.2.1)
Ay(a) + By(b) =c

mit einer N x N-Matrix T (X), einer Funktion g : R — R" und konstanten
n x nN-Matrizen A und B. Wir setzen im folgenden voraus, da3 T (x) und
g(x) auf [a, b] stetige Funktionen sind. Mit y(X; S) bezeichnen wir wieder
die Losung des Anfangswertproblems

(7.3.2.2) YV=TXVYy+0gXx), Yy@s) =s.

Fiir y(x; s) 146t sich eine explizite Formel angeben

(7.3.2.3) y(X;S) = Y(X) s+ y(x; 0),

wobei die n x n-Matrix Y (X) die Losung des Anfangswertproblems
Y=TXY, Y@ =I

ist.
Bezeichnet man die rechte Seite von (7.3.2.3) mit u(X; S), so gilt ndmlich

uas)=Y@s+y@0=1s+0=s
Dyu(x;s) = U'(X;S) = Y (X) S+ Y(X; 0)
=TX)YX) s+ T(X) yx; 0) + g(x)
= T(X)u(x; s) + g(x),

d.h. u(x; s) ist eine Losung von (7.3.2.2). Da unter den oben getroffenen
Voraussetzungen iiber T(X) und g(X) das Anfangswertproblem eindeutig
16sbar ist, folgt U(X; S) = y(X; S). Mit (7.3.2.3) ergibt sich fiir die Funktion
F(s) (7.3.1.8)

(7.3.2.4) F(s)= As+ By(b;s) —c=[A+ BY(b)]s+ By(b; 0) —c,
so daB auch F(S) eine affine Funktion von S ist. Daher gilt [vgl. (7.3.1.13)]
DF(s) = AF(s) = A+ BY(b) = AF(0).

Falls AF(0)~' existiert, ist die Losung § von F(S) = 0 gegeben durch
§=—[A+BY(D)] '[By(b; 0) — c]
=0— AF(0)"'F(0),
oder etwas allgemeiner durch

(7.3.2.5) 5=59 - AF?)"TF?)



198 7 Gewohnliche Differentialgleichungen

fiir beliebiges ¥ € R". Mit anderen Worten, die Lésung § von F(S) = 0
und damit die Losung des linearen Randwertproblems (7.3.2.1) wird aus-
gehend von beliebigen Startwerten s durch das Verfahren (7.3.1.14) in
einem lterationsschritt geliefert.

7.3.3 Ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losung
von Randwertproblemen

Unter sehr einschrankenden Bedingungen kann die eindeutige Losbarkeit
gewisser Randwertprobleme gezeigt werden. Dazu betrachten wir im fol-
genden Randwertprobleme mit nichtlinearen Randbedingen

y = f(xy),
r(y@, yb)) =0.

Das durch (7.3.3.1) gegebene Problem ist genau dann 16sbar, wenn die
Funktion F(S) (7.3.1.8) eine Nullstelle S besitzt

(7.3.3.1)

(7.3.3.2) F& =r(5 yb; ) =0.

Letzteres ist sicherlich erfiillt, falls man eine nichtsinguldre n x n-Matrix Q
finden kann, so daf3

(7.3.3.3) d(s):=s— QF(s)

eine kontrahierende Abbildung des R" ist [s. Abschnitt 5.2]; die Nullstelle
S von F(s) ist dann Fixpunkt von @, @(5) =S.

Mit Hilfe von Satz (7.1.8) kdnnen wir nun folgendes Resultat beweisen,
das fiir lineare Randbedingungen von Keller (1968) stammt.

(7.3.3.4) Satz: Fiir das Randwertproblem (7.3.3.1) gelte

a) T und Dyf sind stetig auf S:={(X,y) la<x <b, yeR"}.
b) Es gibt ein k € C[a, b] mit ||Dy f (X, Y)|I < K(X) fiir alle (X,y) € S
¢) Die Matrix

P(u, v) := Dyr (u, v) 4+ D,r(u, v)

besitzt fiir alle u, v € R" eine Darstellung der Form
P(u,v) = Py(l + M(u, v))

mit einer konstanten nichtsinguldren Matrix Py und einer Matrix M =
M (u, v), und es gibt Konstanten  und m mit

IM(u, v)|| <p <1, P, Dyr (U, v)|| <m

fiir alle u,v € R".
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d) Es gibt eine Zahl ). > 0 mit . + u < 1, so dafs

b A
fa k(t)dt < ln<l + E)'

Dann besitzt das Randwertproblem (7.3.3.1) genau eine Losung Y(X).

Beweis: Wir zeigen, daB bei passender Wahl von Q, nimlich Q := P!,
fiir die Funktion @(s) (7.3.3.3) gilt

(7.3.3.5) [Ds®@(s)|| < K <1 fiiralle s e R",
wobei K := A 4+ u < 1. Daraus folgt dann sofort
[®(s) — @)l <Klsi —s firalle s, eR",

d.h. @ ist eine kontrahierende Abbildung, die nach Satz (5.2.3) genau einen
Fixpunkit S = @(S) besitzt, der wegen der Nichtsingularitit von Q eine
Nullstelle von F(S) ist.

Nun gilt fiir &(s) :=s— P, 'r(s, y(b; s))

Ds@(s) = | — Py '[Dur (s, y(0;9)) + Dyr (s, y(b; s))Z(b; s)]

=1 =Py '[P((s. y(b;9)) + Dyr (s, y(b; 9))(Z(b; ) — 1)]
(7.3.3.6)
=1 — Py '[Pl + M)+ D,r (Z - 1)]

= —M(s, y(b;s)) — P, 'Dyr (s, y(b; s))(Z(0;5) — 1),

wobel die Matrix
Z(x;s) := Dsy(x; s)

Losung des Anfangswertproblems
Z=T(X)Z, Z@s) =I mitT(x):=Dyf(x, yx;s)),

ist [s. (7.1.8), (7.1.9)]. Aus Satz (7.1.11) folgt wegen Voraussetzung b) fiir
Z die Abschitzung

b
|Zzb;s)—1| < exp(/ k(t)dt> -1

und weiter aus (7.3.3.6) und den Voraussetzungen c¢) und d)

b
|Ds®(s)| < +m [exp(/ k(t)dt) - 1]

A
< m|l+—-—1
<pn+ [er }
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Damit ist der Satz bewiesen. O

Anmerkung: Die Voraussetzungen des Satzes sind nur hinreichend und zudem
sehr einschrankend. Voraussetzung c) ist z. B. schon im Fall n = 2 fiir so einfache
Randbedingungen wie

yi1(@) = c, yi(b) =

nicht erfiillt [s. Ubungsaufgabe 20]. Obwohl sich einige der Voraussetzungen so
z. B. ¢), abschwiéchen lassen, erhdlt man trotzdem nur Sétze, deren Voraussetzungen
in der Praxis nur selten erfiillt sind.

7.3.4 Schwierigkeiten bei der Durchfiihrung
des einfachen Schieflverfahrens

Von einem Verfahren zur Losung des Randwertproblems

y="1txy., r(y@.yb)=0

wird man verlangen, daB3 es zu jedem X, aus dem Definitionsbereich einer
Losung y einen Naherungswert fiir y(X,) liefert. Bei der bisher besprochenen
SchieBmethode wird nur der Anfangswert y(a) = S bestimmt. Man kdnnte
meinen, da3 damit das Problem gelost sei, da man den Wert y(Xp) an jeder
anderen Stelle Xy durch Losung des Anfangswertproblems

(7.3.4.1) y = f(xy), y@ =S

etwa mit den Methoden von Kapitel 7.2 (ndherungsweise) bestimmen kann.
Dies ist jedoch nur im Prinzip richtig. In der Praxis treten dabei hdufig erheb-
liche Ungenauigkeiten auf, wenn die Losung y(X) = y(X; S) von (7.3.4.1)
sehr empfindlich von S abhéngt. Ein Beispiel soll dies zeigen.

Beispiel 1: Das lineare System von Differentialgleichungen

(7.3.4.2) [ﬁ]/ - [180 (1)] [Q]

besitzt die allgemeine Losung

(7.3.43) y(X) = [yl (X)] = e 10X [_1(1)] + cpel0x [ 1(1)] , €1, C) beliebig.

y2(X)
y(X; s) sei diejenige Losung von (7.3.4.2), die der Anfangsbedingung
S
-a-2]
y(=5) .

geniigt. Man verifiziert sofort

meflox[ 1]+wem[1].

(7.3.4.4) y(x;8) = 20 ~10 20 10
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Wir wollen nun die Lésung y(X) von (7.3.4.2) bestimmen, die den linearen sepa-
rierten Randbedingungen

(7.3.4.5) yi==1 v =1
geniigt. Man findet mit Hilfe von (7.3.4.3) die exakte Losung
0 _ a=50 0 _ a=50
_ —€ —10x 1 e—e ox [ 1
(7346 y00 = S & ™[ 10+ s — e €™ 10
Der Anfangswert S = y(—5) der exakten Losung ist
1

5= _ o100
~10 + M
el00 _ o—100
Bei Berechnung von S in z. B. 10-stelliger Gleitpunktarithmetik erhélt man statt S
bestenfalls einen Naherungswert S der Form

1
S—gl(®) = (I+¢1)
—10(1 + &2)
mit |&j| < eps = 10710 Sei z.B. &1 =0, &2 = —10710. Zum Anfangswert

N 1
S =
[—10+10—9}

gehort aber nach (7.3.4.4) die exakte Losung Y(X; S) mit

107°
(7.3.4.7) Y159~ — - e'% ~ 1.3 x 10%.

Andererseits ist das Randwertproblem (7.3.4.2), (7.3.4.5) sehr gut konditioniert,
was die Abhéngigkeit der Losung y(X) von den Randdaten (7.3.4.5) betrifft. Be-
trachtet man etwa statt (7.3.4.5) Randbedingungen der Form (Stérung der ersten
Randbedingung)

Yit=5)=1+¢ (5 =1,

so besitzt das gestorte Randwertproblem die Losung Y(X, ) (Y(X, 0) = y(X))

J(x, &) = e? —e 30 4+ &0 o 10X [ 1 ] el —e 0 — e_soselox [ 1 :|
»&) T T gl00 _ 100 ~10 el00 _ o100 10"

Fiir —5 < x < 5 sind die Faktoren von ¢ klein (=O(1)), ja es gelten dann sogar in
erster Naherung Abschitzungen der Form

IV1(x, &) = $1(X, 0)|<ey1 (X, 0) < e,
192(X, &) — $2(X, 0)|<10ey1(X, 0) < 10e

mit Faktoren yi(X, 0) = yi(X), die im Inneren des Intervalls [—5, 5] extrem klein
sind. Also hat wegen (7.3.4.7) allein ein Rundungsfehler, den man bei der Berech-
nung des Startwerts S = y(—5) der exakten Losung mittels des Schieverfahrens
begeht, einen erheblich groBeren Einflufl auf das Ergebnis der Rechnung als Fehler
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in den Eingangsdaten (hier der Randdaten) des Problems: das Schief3verfahren ist in
diesem Beispiel kein gutartiges Verfahren [s. Abbschnitt 1.3].

Das Beispiel zeigt: Selbst die Berechnung des Startwertes S = y(a) mit
voller Maschinengenauigkeit garantiert nicht, da3 sich weitere Werte y(X)
genau bestimmen lassen. Wegen (7.3.4.4) hat man bei dem betrachteten
Beispiel fiir groBes X > 0

10x

lyx: sp) — y(x: )| = O(€'™ s — s)).

d. h. der EinfluB3 fehlerhafter Anfangsdaten wéchst exponentiell mit X.

Nach Satz (7.1.4) trifft dies allgemein zu: Fiir die Losung y(X; S) des
Anfangswertproblems y' = f (X, y), y(a) = s, gilt unter den Voraussetzun-
gen dieses Satzes

ly(x:s) — y(x; )| < lIsi — || e-*2.

Diese Abschitzung zeigt aber auch, daB3 der Einflul ungenauer An-
fangsdaten s = y(a) fir X € [a, b] aus kleinen Intervallen [a, b] nur klein
ist.

Eine weitere Schwierigkeit des einfachen SchieBverfahrens, die seine
praktische Bedeutung erheblich einschrinkt, ist die folgende: Haufig besitzt
die rechte Seite einer Differentialgleichung y' = f (X, y) stetige partielle
Ableitungen Dy f(x,y) auf ganz S = {(X,y) | @ < X < b,y € R"},
die aber dort nicht beschrinkt bleiben. In diesem Fall mufl die Losung
y(X) = Yy(X;s) des Anfangswertproblems y' = f(X,y), y(a) = S, nicht
fir alle X € [a, b] sondern nur noch in einer evtl. sehr kleinen Umgebung
Us(a@) von a definiert sein, die von S abhdngen kann. Damit existiert eventu-
ell y(b; S) nur flir die Werte S aus einer kleinen Menge My, die gewdhnlich
nicht bekannt ist. Das einfache SchieBverfahren mufl daher immer zusam-
menbrechen, wenn man als Startwert des Newton-Verfahrens einen Vektor
s® & My wihlt. Da die Menge Mp umso groBer wird, je kleiner |b — a|
ist, verliert auch dieser Nachteil des SchieBBverfahrens fiir kleine Intervalle
[a, b] an Gewicht. Alle diese Schwierigkeiten fiir groBe Intervalle [a, b]
werden bei der Mehrzielmethode [s. Abschnitt 7.3.5] vermieden.

Beispiel 2: Gegeben sei die Randwertaufgabe [vgl. Troesch (1960, 1976)]:
(7.3.4.8) y” = Asinh Ay

(7.3.4.9) y(0) =0, y)=1

(A ein fester Parameter).

Um die Aufgabe mit dem einfachen SchieB3verfahren behandeln zu knnen, muf3
zunéchst die Anfangssteigung y'(0) = s ,,geschitzt werden. Bei der numerischen
Integration des Anfangswertproblems (7.3.4.8) mit A = 5, y(0) = 0, y'(0) = s
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stellt sich heraus, dafl die Losung y(X; S) iiberaus empfindlich von s abhingt: fiir
s = 0.1, 0.2, ..., bricht die Rechnung noch vor Erreichen des rechten Randes
(x = 1) wegen Exponenteniiberlaufs ab, d. h. y(X; S) besitzt bei einem Xs < 1 eine
von S abhingende singuldre Stelle. Der EinfluBl der Anfangssteigung y'(0) = s auf
die Lage der Singularitét 148t sich hier abschdtzen:

y" = Asinh Ay
besitzt das erste Integral
/N2
(7.3.4.10) (yz) — coshay +C.
Die Bedingung y(0) = 0, y'(0) = s definiert die Integrationskonstante
2
S
C=—-1
2
Die Integration von (7.3.4.10) fiihrt auf
1w dn

X =

rJo /24 2coshn—2

Die singuldre Stelle ist dann durch

1 / © dn
AJo /s?+2coshn—2
gegeben.
Zur ndherungsweisen Berechnung des Integrals zerlegen wird das Integrations-

intervall
o0 & o0
/ =/ +/ , & > 0 beliebig,
0 0 &

und schétzen die Teilintegrale getrennt ab. Es ist

/E dn _/8 dn </8 dn
0 V/s2+2coshn—2 Jo V2 +pt/i2+--- " Jo /S92

2

£
=ln— 1+—= |,
||+ -l-s2

und

f \/Sz +2 cosh n— / V 82 +4 smh(n/2 / 2 smh(n/2)
= —1n<tanh(8/4)>.

Es gilt also die Abschitzung
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A &2
1 Is| s?
A
tanh (§>
4

Fiir jedes ¢ > 0 ist H (e, S) eine obere Schranke fiir Xs, also insbesondere

=: H(e, s).

Xs < H(\/H,s> fir alle s 0.

Das asymptotische Verhalten von H («/|s|, s) fir s — 0 146t sich leicht angeben:
in erster Ndherung gilt ndmlich fiir kleines |S|

Vv 1 1 2
tanh@ iﬂ’ — I+ — ==
4 4 Is| Isl VIsl

so dall asymptotisch fiir s — 0

2/VIST) _ 1, 8

s =S

(7.3.4.11) xs < H(V/sl.9) %1

[Man kann dariiber hinaus sogar zeigen (s. unten), dal asymptotisch fiir s — 0

1 8
7.3.4.12 Xs = —In|[ —
( ) s 3 n(|sl>

gilt.]
Damit man beim ,,Schieen” den rechten Rand X = 1 erreicht, darf |s| also
hochstens so grof3 gewihlt werden, daf3

1 )
1<—1In 8 , dh |s| <87
Lo \s|

fiir A = 5 erhilt man den kleinen Bereich
(7.3.4.13) |s| <0.05.

Fiir den ,,Kenner* sei noch folgendes hinzugefiigt:
Das Anfangswertproblem

(7.3.4.14) y” = Asinhdy, y@0) =0, Yy(@0)=s
besitzt die exakte Losung

s sn(Ax|k?)

2
. i inhf 2 222210 2 k2 -1
Y(X; S) 5 arsin (2 cn()»x|k2)>’
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dabei sind sn, cn die Jacobischen elliptischen Funktionen zum Modul K, der hier von
der Anfangssteigung s abhingt. Bezeichnet K (k?) die Viertelperiode von cn, so hat
cn bei

K@K
Y

eine Nullstelle und folglich y(x;s) dort eine logarithmische Singularitit. K (k%)
besitzt aber die Entwicklung

(7.3.4.15) Xs

oA N4 k) e
K(k)_lnm+4(lnm 1)(1 k)+

oder umgerechnet auf s

8 [ 8
KkH=In—+—[ln— 1]+,
(k%) n|s|+16<n|s| >+
woraus (7.3.4.12) folgt.

Fiir die Losung des eigentlichen Randwertproblems, d. h.

y(1l;s) =1
erhilt man fur A = 5 den Wert
s=4.575046 14 x 1072

[vgl. dazu (7.3.4.13)]. Dieser Wert ergibt sich als Folge einer Relation zwischen den
Jacobifunktionen verbunden mit einem Iterationsverfahren nach Abschnitt 5. Der
Vollstindigkeit halber sei noch eine weitere Beziehung angefiihrt, die mit Hilfe der
Theorie der Jacobifunktionen abgeleitet werden kann. Die Losung der Randwertauf-
gabe (7.3.4.8), (7.3.4.9) besitzt eine logarithmische Singularitét bei

1

7.3.4.16 Xe=14— .
( ) s +Ac0sh(k/2)

Fiir » =5 folgt
Xs =1.0326...,

die Singularitdt der exakten Losung liegt in unmittelbarer Nihe des rechten Randes!
Das Beispiel beleuchtet hinreichend die Schwierigkeiten, die bei der numerischen
Losung von Randwertproblemen auftreten konnen.

Fiir eine direkte numerische Losung des Problems ohne Kenntnis der Theorie
der elliptischen Funktionen s. 7.3.6.

Ein weiteres Beispiel fiir das Auftreten von Singularitdten findet man in Aufgabe
19.

7.3.5 Die Mehrzielmethode

Die Mehrzielmethode* wurde schon verschiedentlich in der Literatur be-
schrieben, so in Keller (1968), Osborne (1969), und Bulirsch (1971). In

* Auch MehrfachschieBverfahren (,,multiple shooting method*) genannt.
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Oberle und Grimm (1989) findet man FORTRAN-Programme. Bei der
Mehrzielmethode werden die Werte

S = Y(X), k=1,2,....,m,
der exakten Losung y(X) eines Randwertproblems
(7.3.5.1) y = f(xy), r(y@, y(b)) =0
an mehreren Stellen

a=X <X <---<Xn=Db

gleichzeitig iterativ berechnet. Sie lduft auf eine Zerlegung in m — 1 Rand-
wertprobleme auf den kleineren Intervallen [Xg, Xky1], k=1,2, ..., m—1,
hinaus, deren Randdaten so bestimmt werden, daf3 eine Losung von (7.3.5.1)
entsteht.

Sei dazu y(X; Xk, ) die Losung des Anfangswertproblems

y = f(x,y), y(Xk) = S.

Die Aufgabe besteht nun darin, die Vektoren s, k = 1, 2, ..., m, so
zu bestimmen, daBl die aus den Y(X; Xk, Sk) stiickweise zusammengesetzte
Funktion

Y(X) := y(X; Xk, ) fiir X € [Xk, Xk+1), k=1,2,....,m—1,
y(b) := s

stetig ist, also eine Losung der Differentialgleichung y' = f(X,y) dar-
stellt, und dariiber hinaus die Randbedingungen r (y(a), y(b)) = 0 erfiillt
[s. Fig. 9].

(z3,83)

® (Tp,8m)
‘\ (Tm—1,5m—1)

I T T T T T
a=xy T2 T3 Tm—1 T =b €

Fig. 9. MehrfachschieBverfahren
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Dies ergibt die folgenden nm Bedingungen

y(xk+1;xkas()zs(+lv k:1725"-7m_17

(7.3.5.2)

r(s;,sm) =0
fiir die nm unbekannten Komponenten oyj, j =1,2,...,n, k=1,2, ...
m, der S

S = [0k1, Ok - - -, Okn] -

Insgesamt stellt (7.3.5.2) ein Gleichungssystem der Form
(7.3.5.3)

Fi(s, &) Y(X2; X1, S81) — S
F2(527 83) y(x3;X2, S2)_S3
F(s) = : = : =0
Frm-1(Sn=1, Sm) Y (Xm; Xm=1, Sm—1) — Sm
Fm(Si, Sm) r(si, Sm)
fur die Unbekannten
S|
s=| :
Sm

dar. Es kann mit Hilfe des Newton-Verfahrens

(7.3.5.4) st —sO _DF(s")'F(sV), i=01,...

207

iterativ gelost werden. Damit es auch bei schlechter Wahl des Startvektors
s® moglichst noch konvergiert, nimmt man in der Praxis statt (7.3.5.4)
das modifizierte Newton-Verfahren (5.4.2.4) [s. Abschnitt 7.3.6 fiir weitere
Hinweise zu seiner Realisierung]. In jedem Schritt des Verfahrens miissen
F(s) und DF(s) fiir s = s® berechnet werden. Dazu hat man fiir k = 1,

2, ..., m—1 durch Losung der Anfangswertprobleme

y/ = f(X’ y)7 Y(Xk) = S

die Werte Y(Xk11; Xk, ), K =1, 2, ..., m — 1, zu bestimmen, und F(S)

gemal (7.3.5.3) zu berechnen. Die Funktionalmatrix

DF(s) = [DsFi(9)]

i,k=1,...m

hat wegen der besonderen Struktur der F (7.3.5.3) die Gestalt
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G, -1 o0 0
0 G, -—I .
(7.3.5.5) DF(s) = o |,
0 . Gmo
A 0 0 B
wobei die n x n-Matrizen A, B, Gy, kK = 1, ..., m — 1, selbst wieder

Funktionalmatrizen sind:

Gk := Dg Fi(S) = Dg Y(Xkt15 Xk, &), k=1,2,....,m—1,
(7.3.5.6) B Ds, Fm(S) = Ds,f (S1, Sm),
A : DS] Fm(s) = Dslr (Sls ST'I)'

Wie im einfachen Schiefverfahren ersetzt man in der Praxis zweck-
méiBig die Differentialquotienten in den Matrizen A, B, Gy durch Differen-
zenquotienten, die man durch Losen weiterer (M—1)n Anfangswertprobleme
berechnen kann (fiir jede Matrix Gy, ..., Gy je N Anfangswertprobleme).
Die Gleichungen (7.3.5.4) sind mit den Abkiirzungen

AS
(7.3.5.7) : =g+ _ S(i)’ F = Fk(%ii), S‘Ei) )
ASny
mit folgendem linearen Gleichungssystem dquivalent
GlAsl — ASQ = —Fl,
GrAs, — As3 = —F,
(7.3.5.8) :
Gm-14Sn-1 — ASn = —Fn_1,
AAs + BAs, = —Fp,.

Ausgehend von der ersten Gleichung kann man alle As; sukzessive durch
AS; ausdriicken. Man findet so

As, = G As + Fy,

(7.3.5.9)

m_1 /i—
ASy = Gm_1Gm—z ... G148 +Z<HGm I) Frn-j>

und daraus schlieBlich mit Hilfe der letzten Gleichung
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(7.3.5.10) (A+BGn-1Gm2...G)As = w,

mit w := —(Fpn+ BFh-1 + BGh—1Fns + - + BG—1Gm—2 ... Gy Fy).

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir den unbekannten Vektor As,
das man mit Hilfe des GauBlschen Eliminationsverfahrens 16sen kann. So-
bald man As; bestimmt hat, erhdlt man AS,, AS;3, ..., ASy sukzessive aus
(7.3.5.8) und s+ aus (7.3.5.7).

Es sei ohne Beweis erwdhnt, dal unter den Voraussetzungen des Satzes
(7.3.3.4) die Matrix A+ BGp,_; ... G in (7.3.5.10) nichtsingulér ist. Ferner
gibt es dann wieder eine nichtsingulire Nm x nm-Matrix Q, so daB} die
Funktion

P(s) :=s— QF(s)

kontrahierend ist, also genau einen Fixpunkt S besitzt mit F(S) = 0.
Man sieht iiberdies, dal F(S) und im wesentlichen auch D F(S) fiir alle
Vektoren

S
s=| eM: =MD x MP x ... x M™M=D » R
Sm

definiert ist und damit eine Iteration (7.3.5.4) der Mehrzielmethode fiir
S € M ausfithrbar ist. Dabei ist M®, k = 1, 2, ..., m — 1, die Menge
aller Vektoren S, fiir die die Losung Y(X; Xk, S) (zumindest) auf dem klei-
nen Intervall [Xk, Xk+1] erklért ist. Diese Menge M® umfafit die Menge
My aller s, fiir die y(X; Xk, &) auf ganz [a, b] definiert ist. Das Newton-
Verfahren zur Berechnung von § mittels des einfachen Schief3verfahrens ist
aber nur fiir 5 € My € M® ausfiithrbar. Dies zeigt, daB die Anforderungen
der Mehrzielmethode an die Giite der Startwerte fiir das Newton-Verfahren
wesentlich geringer sind als die des einfachen Schief3verfahrens.

7.3.6 Hinweise zur praktischen Realisierung der Mehrzielmethode

In der im letzten Abschnitt beschriebenen Form ist die Mehrzielmethode
noch recht aufwendig. Zum Beispiel ist in jedem Schritt des modifizierten
Newton-Verfahrens

(7.3.6.1) st =s _d®,  dO .= AF(sV)'F(sV),

zumindest die Approximation AF (s/) der Funktionalmatrix DF (s()) mit-
tels Bildung geeigneter Differenzenquotienten zu berechnen. Dies allein
lauft auf die Losung von n Anfangswertproblemen hinaus. Diesen enormen
Rechenaufwand kann man mit Hilfe der in Abschnitt 5.4.3 beschriebenen
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Techniken erheblich reduzieren, in dem man nur gelegentlich die Matrix
AF(s") neu berechnet und die iibrigen Matrizen mit Hilfe des Rang 1-
Verfahren von Broyden rekursiv berechnet.

Als néichstes soll das Problem behandelt werden, wie man die Zwischen-
punkte X¢, K =1, ..., m, in [a, b] wihlen soll, wenn eine Ndherungslosung
(Starttrajektorie) n(x) fir das Randwertproblem bekannt ist: Man setze
X; := a. Hat man bereits X; (< b) gewidhlt, so integriere man das An-
fangswertproblem

n = f(x, ), ni (%) = n(x)

mit Hilfe der Methoden von 7.2, breche die Integration an der ersten Stelle
X = & ab, fir die die Losung ||ni(§)] ,,zu groBi* gegeniiber ||n(§)| wird,
etwa [[7i (§)Il = 2[n(§) | und setze X1, := §.

Beispiel 1: Gegeben sei die Randwertaufgabe
(7.3.6.2) y” = 5sinh 5y, y0)=0, yl)=1

[vgl. Beispiel 2 von Abschnitt 7.3.4].

Als Ausgangstrajektorie n(X) wird die Gerade n(X) = X genommen, die beide
Randpunkte verbindet.

Die durch den Rechner gefundene Unterteilung 0 = X; < X - -+ < Xm = 1 zeigt
Fig. 10. Zu dieser Unterteilung und den Startwerten S¢ := 1(Xk), ﬁ’( = ' (xx) liefert
die Mehrzielmethode nach 7 Iterationen die Losung auf etwa 9 Ziffern genau.

Die Aufgabe legt eine noch giinstigere Starttrajektorie nahe, ndmlich die Losung
n(X) := sinh 5x/ sinh 5 des linearisierten Problems

W' =5-51.  n0=0, nl)=1

Bei einigen praktischen Problemen ist die rechte Seite f (X, y) der Dif-
ferentialgleichung als Funktion von X auf [a, b] nur stiickweise stetig oder
auch nur stiickweise stetig differenzierbar. In diesen Fallen achte man dar-
auf, daf die Unstetigkeitsstellen als Teilpunkte X; auftreten, andernfalls gibt
es Konvergenzschwierigkeiten [s. Beispiel 2].

Es bleibt das Problem, wie man eine erste Néherungslosung n(x) fir
ein Randwertproblem findet. In vielen Féllen kennt man z. B. aus physikali-
schen Griinden den qualitativen Verlauf der Losung, so daB man sich leicht
zumindest eine grobe Néherung verschaffen kann. Gewdhnlich reicht dies
auch fiir die Konvergenz aus, weil das modifizierte Newton-Verfahren keine
besonders hohen Anforderungen an die Qualitit des Startvektors stellt.

In komplizierteren Féllen hilft hiufig die sog. Fortsetzungsmethode
(Homotopie-Methode). Hier tastet man sich allméhlich tiber die Losung
,benachbarter” Probleme an die Losung des eigentlich gestellten Problems
heran: Fast alle Probleme enthalten gewisse Parameter «,
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1.5r
y(zisk) J
1.0} / / J
0.5 - (wrisg)
’//’/ exakte Lésung

0.5 1.0

r —
Fig. 10. Zwischenpunkte fiir die Mehrzielmethode
(7.3.6.3) Py: y =Xy o, ry@,yb);ao =0,

und die Aufgabe lautet, die Losung y(X), die natiirlich auch von « abhingt,
y(X) = y(X; ), fiir einen bestimmten Wert « = @ zu bestimmen. Meistens
ist es so, daB3 das Randwertproblem P, fiir einen gewissen anderen Wert
a = o einfacher ist, so dal zumindest eine gute Naherung 5, (x) fiir die
Losung y(X; ag) von P,, bekannt ist. Die Fortsetzungsmethode besteht nun
darin, daf} man zundchst ausgehend von 7y(X) die Losung y(X; op) von Py,
bestimmt. Man wéhlt dann eine endliche Folge geniigend eng benachbarter
Zahlen e mit 0 < g1 <&, < --- < g = 1, setzt «j := ag + & (@ — ap), und
nimmt furi =0, 1,...,1 —1 die Lésung y(X; ;) von P, als Startndherung
fiir die Bestimmung der Losung Y(X; eij11) von Py, . Mit Y(X; o) = Y(X; @)
hat man schlieBlich die gesuchte Losung von P;. Fiir das Funktionieren
des Verfahrens ist es wichtig, dal man keine zu grofen Schritte & — &
macht, und dafl man ,,natiirliche”, dem Problem inhédrente Parameter o wahlt:
Die Einfiihrung kiinstlicher Parameter «, etwa Ansdtze des Typs

fx,yio) =af(x,y)+ (1 -a)gx,y), a=1,  a=0,
wo f(X,y) die gegebene rechte Seite der Differentialgleichung und g(X, y)

eine willkiirlich gewihlte ,einfache* Funktion ist, dic mit dem Problem
nichts zu tun hat, fiihrt in kritischen Féllen nicht zum Ziel.
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Eine raffiniertere Variante der Fortsetzungsmethode, die sich im Zusam-
menhang mit der Mehrzielmethode bewahrt hat, wird bei Deuflhard (1979)
beschrieben.

Beispiel 2: Singuldre Randwertaufgabe.

Die stationdre Temperaturverteilung im Innern eines Zylinders vom Radius 1
wird beschrieben durch die Losung y(X; «) der nichtlinearen Randwertaufgabe [vgl.
Na und Tang (1969)]:

/

! _X _ y
(713.6.4) y =5

y'(0) = y(1) = 0.
« ist hier ein ,,natiirlicher Parameter mit der Bedeutung
. Wirmeerzeugung

—— 0<a<038.
Leitfahigkeit

Zur numerischen Berechnung der Losung fiir « = 0.8 kdnnte man die Unterteilung
a=0,01,...,08

beniitzen und ausgehend von der explizit angebbaren Losung y(X; 0) = 0 die Ho-
motopiekette zur Berechnung von y(X; 0.8) konstruieren. Die Aufgabe weist jedoch
noch eine weitere Schwierigkeit auf: die rechte Seite der Differentialgleichung be-
sitzt bei X = 0 eine Singularitit! Zwar ist y'(0) = 0 und die Losung y(X; o) im
ganzen Intervall 0 < X < 1 erklért und sogar analytisch, gleichwohl treten erheb-
liche Konvergenzschwierigkeiten auf. Der Grund ist in folgendem zu suchen: Eine
Riickwirtsanalyse [vgl. Abschnitt 1.3] zeigt, dal das Ergebnis ¥ der numerischen
Rechnung gedeutet werden kann als exakte Losung des Randwertproblems (7.3.6.4)
mit leicht abgeénderten Randdaten

¥ (0) =¢p, J(1) = &2

[s. Babuska et al. (1966)]. Diese Losung ¥(X; «) ist der Losung y(X; o) zwar ,,be-
nachbart®, besitzt aber anders als y(X; «) bei X = 0 nur eine stetige Ableitung
wegen
€1
lim ¥’ = — lim — = +o0.
X—0 x—0 X
Da die Konvergenzordnung jedes numerischen Verfahrens nicht nur von der Methode
selbst, sondern auch von der Existenz und Beschréinktheit der hoheren Ableitungen
der Losung abhingt, was gerne {ibersehen wird, wird im vorliegenden Beispiel die
Konvergenzordnung betriachtlich reduziert (im wesentlichen auf 1). Diese Schwie-
rigkeiten sind charakteristisch fiir viele praktische Randwertprobleme und nicht nur
diese. Die Ursache des Versagens wird meistens nicht erkannt und die ,,Schuld“ der
Methode oder dem Computer zugeschrieben.
Durch einen einfachen Kunstgriff lassen sich diese Schwierigkeiten vermeiden.
Die ,,benachbarten Losungen mit y'(0) # 0 werden durch einen Potenzreihenansatz
um X = 0 ausgeblendet:

(7.3.6.5) (x)_y(0)+ y<2>(0)+ y<3>(0)+ y<4>(0)+
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Die Koeffizienten y(i)(()), i =2,3,4, ..., lassen sich alle durch A := y(0), also
eine noch unbekannte Konstante, ausdriicken; durch Einsetzen in die Differential-
gleichung (7.3.6.4) findet man

2
(1366 YO = —<y<2><0> + 200 + Ty + - ) — 2/,

woraus fir X — 0 wird
y20) = —y?(0) — e, dh y?©0) =-lae.

Durch Differentiation ergibt sich
Y900 = (2P0 + Hy () + ) —ay 008",
also y®)(0) = 0. Weiter ist

yH00 == (YO +x(.)) - o (y’(x))2 Ty e,

so daf} . 5
y @0 = 3o’
Man kann zeigen, daB y® (0) = 0, allgemein Y@+ (0) = 0.
Die singuldre Randwertaufgabe 1463t sich nun wie folgt behandeln. Als Informa-
tion iiber y(X; @) benutze man in der Ndhe von X = 0 die Potenzreihendarstellung

(7.3.6.5) und in ,,geniigender* Entfernung von der Singularitdt X = 0 die Differen-
tialgleichung (7.3.6.4) selbst. Man hat z. B.

~oe[1 - $aet| fir 0=x=1072

(73.6.7) YO=1 y
X

— aeY® fir 1072<x<1.

Der Fehler ist von der GroBenordnung 1073, Die rechte Seite enthilt jetzt noch
den unbekannten Parameter A = y(0). Wie in 7.3.0 gezeigt, 1afit sich dies aber als
erweiterte Randwertaufgabe interpretieren. Man setzt

yi(x) == y(x),

y2(X) := y'(X),

y3(X) :=y(0) = 2

und erhilt das System von Differentialgleichungen auf [0, 1]

y{ =Y,
—%aey»‘[l - %xzaeW] fir 0<x<10"2,
(13.68)  y,=
—%—aeyl fir 102<x<1,
y; =0

mit den Randbedingungen
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[ y2(0) :|
(7.3.6.9) r= yi (1) =0.
y3(0) — y1(0)

Zur Behandlung mit dem Mehrzielverfahren wihle man die ,,Heftstelle* 1072 als
einen Unterteilungspunkt, etwa

X1=0, =102 x3=0.1,..., X1=09, Xp=1.

Um die Glatte der Losung an der Heftstelle muB8 man sich nicht kiimmern, sie ist
durch den Ansatz gesichert. In Verbindung mit der Homotopie [s. (7.3.6.3)] erhilt
man ausgehend von y(X; «g) = 0 die Losung y(X; ak) aus Y(X; ak—1) mit nur 3
Iterationen miihelos auf etwa 6 Ziffern genau (s. Fig. 11; Gesamtrechenzeit auf
einer CDC 3600 fiir alle 8 Trajektorien: 40 sec.).

L a=0.8

0.2

y(z; @)
0.1

0 0.5 1.0

r —

Fig. 11. Losung y(X; «) fir « = 0(0.1)0.8.

7.3.7 Ein Beispiel: Optimales Bremsmanover eines Raumfahrzeugs
in der Erdatmosphire (Re-entry Problem)

Die folgende umfangreiche Aufgabe entstammt der Raumfahrt . Sie soll illu-
strieren, wie nichtlineare Randwertprobleme praktisch angepackt und geldst
werden, denn erfahrungsgemaf bereitet die konkrete Losung solcher Aufga-
ben dem Unerfahrenen die groften Schwierigkeiten. Die numerische Losung
wurde mit der Mehrzielmethode durchgefiihrt mit dem Programm in Oberle
und Grimm (1989).

Die Bahnkoordinaten eines Fahrzeugs vom Apollo-Typ geniigen beim
Flug des Fahrzeugs durch die Lufthiille der Erde den folgenden Differenti-
algleichungen:
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. _ Sov? gsiny

U—V(U, V’E?u)__ 2m CW(U)_ (1+$)2’

. Sov vcosy gcosy
=T =T"c _

737.1) Y (v,y.§,u) om A(u) + ROTE  vlrer

- ) — vsiny

S - ‘*‘(Uﬂ Vs gi ) - R B

é‘ZZ(U7]/7‘§au)=lj_§COS'}/.

Es bedeuten: v: Tangentialgeschwindigkeit, y: Bahnneigungswinkel, h:
Hohe iiber Erdoberfliche, R: Erdradius, £ = h/R: normalisierte Hohe, ¢:
Distanz auf der Erdoberflache, p = pexp(—pBRE): Luftdichte, Cyw(u) =
1.174 — 0.9cosu: aerodynamischer Widerstandskoeffizient, Ca(u) =
0.6 sin u: aerodynamischer Auftriebskoeffizient, U: Steuerparameter (belie-
big zeitabhidngig wahlbar), g: Erdbeschleunigung, S/m: Frontfliche/Fahr-
zeugmasse; Zahlenwerte: R = 209 (= 209,05 ft); B = 4.26; pg = 2.704,-3;
g =3.217219-4; S/m = 53200; (1 ft = 0.3048 m) [s. Fig. 12].

Fig. 12. Die Koordinaten der Trajektorie

Die Differentialgleichungen wurden unter den Annahmen a) ruhende,
kugelformige Erde, b) Flugbahn liegt in einer GroBkreisebene, c) Astro-
nauten beliebig hoch belastbar, etwas vereinfacht. Gleichwohl enthalten die
rechten Seiten der Differentialgleichungen alle physikalisch wesentlichen
Terme. Die grofite Wirkung haben die mit Cy (u) bzw. Ca(u) multiplizier-
ten Glieder, es sind dies die trotz der geringen Luftdichte o durch das schnell
fliegende Fahrzeug (v = 11 km/sec) besonders einflufireichen Luftkrifte;
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sie lassen sich {iber den Parameter U (Bremsklappen, Bremskonus des Fahr-
zeugs) beeinflussen. Die mit g multiplizierten Terme sind die auf das Fahr-
zeug einwirkenden Gravitationskrifte der Erde, die tibrigen Glieder sind
eine Konsequenz des gewihlten Koordinatensystems.

Beim Flug durch die Lufthiille der Erde erhitzt sich das Fahrzeug. Die
durch konvektive Wiarmeiibertragung hervorgerufene Aufheizung im Stau-
punkt vom Zeitpunkt t = 0 des Eintritts in die ,,fiihlbare” Erdatmosphire
(h =4 (= 400000 ft)) bis zu einem Zeitpunkt t = T ist gegeben durch das
Integral

;
(7.3.7.2) J =/ qdt, q=10v*/p.
0

Die Kapsel soll in eine fiir die Wasserung im Pazifik giinstige Ausgangspo-
sition gesteuert werden. Uber den frei wihlbaren Parameter U ist die Steue-
rung so vorzunehmen, dafl die Aufheizung J minimal wird und folgende
Randbedingungen erfiillt werden:

Daten beim Eintritt in Erdatmosphire:

v(0) = 0.36 (= 36000 ft/sec),

T
0) = —8.1° ,
y(0) T80°

§(0) = % [h(0) = 4 (= 400000 ft)].

((7.3.7.3)

Daten der Ausgangsposition fiir die Landung:

o(T) = 0.27 (= 27000 ft/sec),

(7.3.7.4) y(M =0,

§(T) = % [h(T) = 2.5 (£ 250000 ft)].

Die Endzeit T ist frei. ¢ bleibt bei der Optimierung unberiicksichtigt.
Die Variationsrechnung [vgl. z. B. Hestenes (1966)] lehrt nun folgendes:
Man bilde mit Parametern (Lagrange-Multiplikatoren) den Ausdruck

(7.3.7.5) H:=100°/p + A,V + A, T + A &,

wobei die Lagrange-Multiplikatoren oder adjungierten Variablen A, ., A¢
den drei gewohnlichen Differentialgleichungen geniigen
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oH
Ay = ——,
av
7.3.7.6 i, = -1
(7.3.7.6) r =T,
_0H
& = 8&- N
Die optimale Steuerung U ist dann gegeben durch
(7.3.7.7)
—0.61 —0.9vA,
sinU = — % cosu= 2 = \/(0.6Ay)2 + (0.9v1,)2.
o o

Man beachte: (7.3.7.6) ist wegen (7.3.7.7) nichtlinear in A,, X,.
Da keine Bedingung an die Endzeit T gestellt wird, muf3 die weitere
Randbedingung erfiillt sein:

(7.3.7.8) H =0.

t=T
Die Aufgabe ist damit auf ein Randwertproblem fiir die 6 Differentialglei-
chungen (7.3.7.1), (7.3.7.6) mit den 7 Randbedingungen (7.3.7.3), (7.3.7.4),
(7.3.7.8) zuriickgefiihrt. Es handelt sich also um ein freies Randwertproblem
[vgl. (7.3.0.4a, b)]. Eine geschlossen angebbare Losung ist nicht moglich,
man mufl numerische Methoden benutzen.

Es wire nun verfehlt, eine Starttrajektorie n(X) ohne Bezugnahme auf
die Realitdt konstruieren zu wollen. Der Unerfahrene mége sich nicht durch
die harmlos aussehende rechte Seite der Differentialgleichung (7.3.7.1)
tauschen lassen: Bei der numerischen Integration stellt man schnell fest, da3
v, ¥, &, Ay, Ay, Ag duBerst empfindlich von den Anfangsdaten abhidngen.
Die Losung besitzt bewegliche Singularititen, die in unmittelbarer Nach-
barschaft des Integrationspunktes liegen (siche dazu das vergleichsweise
triviale Beispiel (7.3.6.2)). Diese Sensitivitdt ist eine Folge des Einflus-
ses der Luftkréifte, und die physikalische Interpretation der Singularitdt ist
»Absturz® der Kapsel auf die Erde bzw. ,,Zuriickschleudern” in den Welt-
raum. Wie man durch eine a posteriori-Rechnung zeigen kann, existieren
nur fir einen duBlerst schmalen Bereich von Randdaten differenzierbare
Losungen des Randwertproblems. Das ist die mathematische Aussage iiber
die Gefihrlichkeit des Landemandvers.

Konstruktion einer Starttrajektorie. Aus aerodynamischen Griinden wird
der Graph des Steuerparameters U den in Fig. 13 dargestellten Verlauf haben
(Information der Raumfahrtingenieure).

Diese Funktion 146t sich in etwa approximieren durch

(7.3.7.9) u=perf(p(ps — 1)),
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B

0.5 1 T

|
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Fig. 13. Kontroll-Parameter (empirisch)

WO

T =—, 0<t<l,

2 X 2
erf(X) = ﬁ/ e 7 do,
0

und p;, P2, P3 zunidchst unbekannte Konstante sind.
Zur Bestimmung der p; 16st man das folgende Hilfsrandwertproblem:
Differentialgleichungen (7.3.7.1) mit U aus (7.3.7.9) und zusitzlich

pr =0,
(7.3.7.10) Py =0,
ps = 0.

Randbedingungen: (7.3.7.3), (7.3.7.4) und T = 230.
Die Randvorgabe T = 230 sec ist eine Schitzung fiir die Dauer des
Bremsmanovers. Mit den relativ schlechten Approximationen

pp=16, p,=4.0, p;=0.5

1aBt sich das Hilfsrandwertproblem sogar mit dem einfachen SchieBverfah-
ren 16sen, falls man von ,riickwérts” her integriert (Anfangspunkt 7 = 1,
Endpunkt t = 0).

Ergebnis nach 11 Iterationen:

(7.3.7.11) p1 = 1.09835, p, =6.48578, ps =0.347717.

13

Losung der eigentlichen Randwertaufgabe: Mit der ,nichtoptimalen®
Steuerfunktion u aus (7.3.7.9), (7.3.7.11) erhélt man durch Integration von
(7.3.7.1) Ndherungswerte fiir v(t), y (t), £(t). Diese ,,halbe* Starttrajektorie
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1aBt sich zu einer ,,vollen™ Starttrajektorie ergénzen: wegen cosu > 0 folgt
aus (7.3.7.7) A, < 0; man wéhlt

Ay =—1
Weiter ergibt sich aus
6y
tanu =
9vA,

eine Niherung fiir A,. Eine Approximation fiir A; erhdlt man aus der Re-
lation H = 0, H nach (7.3.7.5), denn H = const ist ein erstes Integral der
Bewegungsgleichungen.

Mit dieser Naherungstrajektorie fiir v, y, ..., Ag, T (T = 230) und der
Technik nach 7.3.6 kann man nun die Teilpunkte fiir die Mehrzielmethode
ermitteln (M = 6 geniigt). Die Fig. 14, 15 zeigen das Ergebnis der Rechnung
(nach 14 Tterationen); die Dauer des optimalen Bremsmanovers ergibt sich
zu T = 224.9 sec, Genauigkeit der Resultate: ca. 7 Ziffern.

Fig. 16 zeigt das Verhalten der Steuerung U = arctan(6i,/9vA,)
wihrend der Iteration. Man sieht, wie die zunidchst groen Sprunghdhen
an den Stiitzpunkten des Mehrzielverfahrens ,.eingeebnet® werden.

L0~ 036
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351 0°

o

w

7]
I

2ok
30

T

Lo}
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20+ Geschwindigkeit v

|
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Fig. 14. Die Bahntrajektorien h, y, v
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Die folgende Tabelle zeigt das Konvergenzverhalten des modifizierten
Newton-Verfahrens [s. Abschnitte 5.4.2, 5.4.3]:

Fehler Schrittlinge Fehler Schrittlinge
|F (s (in (5.4.3.5)) IF (D)2 (in (5.4.3.5))
[s. (7.3.5.3)] A [s. (7.3.5.3)] A

5 x 102

3 x 102 0.250 1 x 107! 1.000

6 x 10* 0.500 (Versuch) 6 x 1072 1.000

7 x 102 0.250 (Versuch) 3x 1072 1.000

2 x 10? 0.125 1 x 1072 1.000

1 x 102 0.125 1x1073 1.000

8 x 10! 0.250 4 %1073 1.000

1 x 10! 0.500 3 x 1077 1.000

1 x10° 1.000 1x107° 1.000

7.3.8 Zur Realisierung der Mehrzielmethode — fortgeschrittene
Techniken

In Abschnitt 7.3.5 wurde eine Prototyp-Version der Mehrzielmethode be-
schrieben. In diesem Abschnitt beschreiben wir weitere fortgeschrittene
Techniken. Sie haben zum Ziel, den sehr hohen Rechenaufwand zu redu-
zieren, mit der die Methode bei der Losung komplexer Probleme aus den
Anwendungen in den Natur- und Ingenieurwissenschaften verbunden ist.

Die Berechnung der Jacobimatrix. Der grofite Rechenaufwand ist bei
der Mehrzielmethode mit der Approximation der Jacobimatrizen DF (s1)
verbunden — insbesondere der partiellen Ableitungen G in (7.3.5.6). Diese
Ableitungen

Gk (Xit15 Xk, Sk) := Dg Y(Xi+13 Xk» S), k=1,2,....,m—1,

konnten durch Losung von mindestens n (M — 1) zusétzlichen Anfangswert-
problemen und Differenzenbildung approximiert werden. Dieses Vorgehen
ist zwar konzeptionell einfach; nachteilig ist aber, dal man dabei keine
Informationen iiber die Genauigkeit der berechneten Gy erhilt, aber die
Gy sehr genau approximieren mufl. Eine geringe Genauigkeit der Gy fiihrt
oft zu einer schlechten Konvergenz der Iterationsverfahren zur Losung des
nichtlinearen Systems (7.3.5.4).
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Es wurden deshalb andere Techniken zur Berechnung der Gy ent-
wickelt [s. Hiltmann (1990), Callies (2000)], die auf der Integration der
Variationsgleichung [vgl. (7.1.9)] beruhen

Gk (X; Xk, S)
(7.3.8.1) X
G (Xi; Xk ) = |

= fy(X, y(X; Xk, %)) G(X; Xk, ),

beruhen. Man beweist sie durch Differentiation von

(7.3.8.2) y =Xy, yXx) =

nach s, wenn man beriicksichtigt, dal y = y(X; Xk, ) auch eine glatte
Funktion der Anfangswerte Xy, S ist. In der Rechenpraxis integriert man
die Differentialgleichungen (7.3.8.1) und (7.3.8.2) zwar parallel, verwendet
dabei aber verschiedene Integrationsverfahren, um die verschiedene Struktur
der Systeme zu beriicksichtigen. So kann man z. B. schon durch Ausnutzen
der Linearitit von (7.3.8.1) etwa die Hélfte der Funktionsauswertungen von
f einsparen [s. Callies (2001)]. Auch die Schrittweiten werden fiir beide Sy-
steme unabhingig voneinander gesteuert; auch konnen die Zwischenpunkte
X einfacher bestimmt werden als in Abschnitt 7.3.6.
Weiter kann man mit Vorteil die Formel

(7.3.8.3) Do Y (Xic-15 Xiis S = =G (K15 Xk, S0 F (X, S0

fiir die partielle Ableitung von Y(Xky1; Xk, S) nach Xx verwenden, die man
durch Differentiation von (7.3.8.2) und der Identitdt y(X; Xk, Sk) = S nach
X erhilt.

Stiickweise stetige rechten Seiten. In vielen Anwendungen ist die rechte
Seite f (X, y) der Differentialgleichung nicht {iberall stetig oder differen-
zierbar [s. Abschnitt 7.2.18], und auch die gesuchte Funktion kann Sprung-
stellen besitzen. Solche Probleme kénnen zwar im Prinzip im Rahmen der
Mehrzielmethode behandelt werden, indem man z. B. dafiir sorgt, daf alle
Unstetigkeitspunkte unter den Zwischenpunkten X; der Methode vorkom-
men. Doch wichst dann in der Regel die Anzahl der Zwischenpunkte und
damit auch die Grofle des nichtlinearen Systems(7.3.5.3) dramatisch an.

Wie [Callies (2000a)] aber zeigte, kann man diese Nachteile vermeiden,
wenn man zwei Typen von Diskretisierungen unterscheidet, eine Makro-

diskretisierung mit den Zwischenpunkten X; < X; < -+ < Xy und eine
Mikrodiskretisierung X, =: X, 1 < Xp2 < -+ < Xy, = Xpy1, V=1, ...,
m-—1.

Man betrachte dazu das folgende stiickweise definierte sog. Mehrpunkt-
Randwertproblem
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(7.3.8.4)
Y = o, (% Y), X € [Xo s Xoput1) , { v=1,....,m—1,

YXo,) =S
Fo,e (Ko ges Sos YK, ,)) =0, v=1,....m—=1, u=2, ..., ky,
I (X1, 1,1, Xm, Sm—1.4m_) = 0.
Mit den Abkiirzungen S; := S;,; und
Sut1 = Suk,s Ty i=Tyk,, v=1,...,m—1,

ist die Losung von (7.3.8.4) formal zur Losung eines speziellen Systems
von nichtlinearen Gleichungen [vgl. (7.3.5.3)] dquivalent:

X1 7]
r(x, S, y(X;)) Si
(X3, S5, Y(X3)) X2
(7.3.8.5) F(2) := : =0, z:=| 2
Fm-1(Xm, Sm. Y(X7)) 3
r(Xl ) Sla Xma Sm) Xm
L Sm
Hier ist Y(X 1) = V(X5 %,S), v=1,..., m—1,und y() fir X €
[Xv, > Xv,u+1), die Losung des folgenden Anfangswertproblems
y/ = fv,/L(X! y)v X e [XU,H,s XV,MJrl)? M= 17 ey Ky — 19
y(xv,u) = S),u-
Weiter ist S, | :=S,, und X, , und S, , erfiillen fiir u =2, ..., k, — 1 die
Gleichung

rv,u(xv,/u Sl),lL’ y(X,,_,M)) =0.

Wie in Abschnitt 7.2.18 erzeugen beispielsweise Schalt- und Sprung-
funktionen ein System solcher Gleichungen.

Probleme dieser Art sind sehr allgemein, weil die X, , nicht a priori
bekannt sein miissen, Spriinge in der Losung y(.) an den Stellen X = X, ,
erlaubt sind und die rechten Seiten f, , der Differentialgleichung von v und
w abhiangen koénnen. Man beachte, dafl das einfache Zweipunktrandwertpro-
blem (7.3.5.1) aus Abschnitt 7.3.5 und (7.3.5.2) Spezialfille von (7.3.8.4)
sind: man erhélt sie fiir festes f (f,, = f), feste Zwischenpunkte X; in
der Makrodiskretisierung (man streiche in (7.3.8.5) im Vektor z die Varia-
blen X;, X, ..., Xm) und keine echten Punkte in der Mikrodiskretisierung
(kv := 2, Xp.1 1= Xy, Xp2 ' = Xpt1, Su1 =Sy, ,2(X,S,Y) ;=Y —9).
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Das nichtlineare System (7.3.8.5) wird wieder mit einem modifizierten
Newton-Verfahren iterativ gelost. Die £-te Iteration besitzt die Form
(7.3.8.6)

ZE+D . &) _ MAF (Z(E)))—l F(Z(é)), A F(Z(E)) ~D F(Z(E))_

Eine Schrittlinge A wird akzeptiert, falls z6*D folgende zwei Tests erfiillt:
(7.3.8.7)
IFEEI < IF@)II (Test 1),

IAF@EZ®NTTFEET)| < [AFE ) ' FE®)|| (Test 2).

Die Berechnung der Jacobimatrix D F(z) erfordert die Berechnung der
Sensitivitdtsmatrizen

Gv = Gv(Xerl; Xy, §) = DS,,y(X;_H; Xus Sy), v=1,2,...,m—-1L

Dies fiihrt zu Problemen, falls das offene Makro-Intervall (X,, X,+;) Punkte
der Mikrodiskretisierung enthilt, x, > 2. Wir wollen beschreiben, wie man
diese Probleme 16st, beschrinken uns dabei aber auf den einfachsten Fall
nur eines offenen Makro-Intervalls (X;, X;), m = 2, das zudem nur einen
Punkt der Mikrodiskretisierung enthilt (k; = 3), den wir mit X bezeichnen.
Dies fiihrt auf ein Kernproblem und eine grundlegende Voraussetzung:

Voraussetzung (A): Sei X; < X < X und ¢ > 0. Ferner sei f| €
CN(x; — e, X+ e] xR,R", f, € CN([R — &, % + ¢] x R", R"), und
q € C2([X1, X2] x R", R). Man betrachte das folgende stiickweise definierte
System von gewdhnlichen Differentialgleichungen

fl (X’ Y(X))7 falls q(Xv Y(X)) < 0,
f2(x, y(x)), falls q(x, y(x)) > 0,

mit den Anfangsbedingungen y(X|) = s|. Fiir X gelte q(X, y(X~; X1, S1))
= 0. Zur Integration von f, verwende man die Startwerte (X,8), d.h.
Y(X) := & wobei § eine (als existent vorausgesetzte ) Losung einer wei-
teren Gleichung p(y(X7),8) = 0 mit einer Funktion p:R*" — R" ist.
Ferner gelte q(X, y(X)) < 0 fiir X, < X < X) und q(X,y(X)) > 0
Jiir X < X < Xp. Fiir die Funktion Q(X,Y) := [Ox + Oy f1](X, y) gelte
QX,y(X)) > 0. Schlieflich sei p auf einer offenen konvexen Menge
D c R™ mit (y(X),8) = (8,8) € D zweimal stetig differenzierbar und
besitze eine nichtsinguldre Jakobimatrix Dsp(y, §)|y=s.

(7.3.8.8) y = {

Falls Voraussetzung (A) erfiillt ist, heilt q(X, Yy) eine Schaltfunktion,
p(y, S) eine Ubergangsfunktion, und der Mikropunkt X auch Design-Punkt.

Im Kernproblem (7.3.8.8) spielt das Gleichungssystem
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die Rolle der Gleichung r, ,(...) = 0 in (7.3.8.4). In vielen Anwendungen besitzt
p die Form p(y, s) = ¢(y) — S [vgl. Abschnitt 7.2.18].

Voraussetzung (A) erlaubt die Anwendung des Satzes iiber implizite
Funktionen. Sie garantiert, da} der Mikropunkt X und der Startwert § lokal
eindeutige Losungen glatter Gleichungen sind, die iiberdies glatt von S
abhdngen, X = X(s;), § = §(s;). Dies wird im Beweis des folgenden Satzes
verwandt:

(7.3.8.9) Satz: Sei R ein Mikropunkt und Voraussetzung (A) erfiillt. Dann
kann die Sensitivititsmatrix 3y (Xz; X(S1), §(S1))/0s| mittels der Formel

Y (X5 X(s1), 8(s1))
S n

ap\ ' 9 .
— Gy(X; X, s)<32) £G1(X;X1,Sl)

0
+ Gy %, é)[fzoz, 9 + <a:) P ¢ 5, y(x))} L0

berechnet werden, in der folgende Abkiirzungen verwandt werden

P _ ap(y, 9 P _ 9py. 9
ay y=y&) 08 35 ly=yx)’
X 1 AR, .
L() = L& x1,8) == (QX, y(%) ™" 99, y) ~ Gi(% X1, 81).
ay  ly=yx)

Beweis: Unter der Voraussetzung (A) gentigen X und § den Gleichungen
a(x, y(X; X1, 1)) = 0, p(y(X—; X1, 81),8) = 0, so daB sie insbesondere als
Funktionen von S; angesehen werden konnen (ihre Abhéngigkeit von X;
spielt im folgenden keine Rolle) X = X(s;), § = 8(s;). Durch Differentiation
der Identitét q(X(s1), Y(X(S1); X1, S1)) = 0 erhilt man so mit Hilfe des Satzes
iiber implizite Funktionen

AR (3R, YR x1,8)) | T 99X, Y(%; X1, 81))
S a X 0S|
9q(X, y)

=-QR. Yy ' —=|  Gi(Ri X1, ).
ay  ly=yx)

Analog erhidlt man aus der Gleichung p(y, §) = 0, die § als Funktion von
y definiert,
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8 (9p(y.8)\ " 9p(y, 9
ay 98 ay

Die Kettenregel und (7.3.8.3) liefern dann

(X5 X, 8)  Ay(Xp; X, 8) 9K n Y(X2; X, 8) 98 dy(X)
s, N 9% as, ER y 9s
. A . . 0% 98 9y(X)
=Gy(X; X,8) [ — L (X,8) — + —
2(X2 )( 2( )851+3y 35, )

wo dY(X)/0ds; eine Abkiirzung fiir

IYR(S) 3 X1, 8) _ IYXT) 9% y(X; X1, 1)
aS| X 0S5 0S;

X=X~

W .. 0% .
=K y&R) — +Gi (X %1, 9)
s

ist. Die Behauptung des Satzes folgt dann aus der Kombination dieser Glei-
chungen. O
Der Satz erlaubt es, die Losung eines Mehrpunkt-Randwertproblems
(7.3.8.4) iterativ durch die Losung eines relativ kleinen Systems (7.3.8.5)
zu bestimmen, und zwar dhnlich genau und effizient wie bei der Losung des
analogen Systems (7.3.5.3) fiir das gewohnliche Randwertproblem (7.3.5.1).
Die GroBle des Systems (7.3.8.5) ist ndmlich allein durch die Anzahl m der
Punkte der Makrodiskretisierung bestimmt, obwohl die Anzahl der Funktio-
nen f,, auf der rechten Seite von (7.8.3.4) i.a. sehr viel groBer ist (sie ist
gleich der Anzahl va;' (k, — 1) aller Mikro-Intervalle, wahrend die rechte
Seite von (7.3.5.1) nur von einer einzigen stetigen Funktion f abhéngt).

7.3.9 Der Grenzfall m — oo der Mehrzielmethode
(Allgemeines Newton-Verfahren, Quasilinearisierung)

Unterteilt man das Intervall [a, b] immer feiner (M — 00), so konvergiert
die Mehrzielmethode gegen ein allgemeines Newton-Verfahren fiir Rand-
wertaufgaben [vgl. etwa Collatz (1966)], das in der angelsdchsischen Lite-
ratur auch unter dem Namen Quasilinearisierung bekannt ist.

Bei dieser Methode wird eine Naherungslosung n(x) flir die exakte
Losung y(X) des nichtlinearen Randwertproblems (7.3.5.1) durch Losung
von linearen Randwertproblemen verbessert: Durch Taylorentwicklung von
f (X, y(X)) und r (y(a), y(b)) um n(x) findet man in erster Naherung [vgl.
die Herleitung des Newton-Verfahrens in 5.1]
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Y(x) = f(x, y(x)) = f(x,n(x)) + Dy f(x, n(x)) (y(x) — n(x)),
0=r(y@,yb) =r(n@,nb)+ Ay@ —n@) + B(yh) — nh))

mit A := Dyr(n(@), n(b)), B := D,r(n(a), n(b)). Es ist daher zu erwarten,
daB die Losung 7(X) des linearen Randwertproblems

7' = f(x,n(x)) + Dy f(x, n(¥)) (7 — n(x))
A(7(@) — n(@) + B(71(b) — n(b)) = —r (n(@), n(b))
eine bessere Losung von (7.3.5.1) als n(X) ist. Fiir spiter fithren wir die
Korrekturfunktion An(X) := n(X) — n(X) ein, die nach Definition Losung
des Randwertproblems
(An)' = f(x,n(x)) —n'(X) + Dy f (X, n(x))An,

AAn(a) + BAn(b) = —r (n(a), n(b))

(7.3.9.1)

(7.3.9.2)

ist, so daf

X

(7.3.9.3) An(x)zAn(a)—i-/ [Dy f(t, n(®)Ant)+f (t, n(®))—n'(t)]dt.

Ersetzt man in (7.3.9.1) 5 durch 7, so erhilt man eine weitere Niherung 7 fiir
y usw. Trotz seiner einfachen Herleitung besitzt dieses Iterationsverfahren
schwerwiegende Nachteile, die es als wenig praktikabel erscheinen lassen:

1. Die Vektorfunktionen 7(X), n(X), ... miissen in ihrem ganzen Verlauf
iiber [a, b] abgespeichert werden.

2. Die Matrixfunktion Dy f (X, y) muB} explizit analytisch berechnet wer-
den und ebenfalls in ihrem Verlauf iiber [a, b] abgespeichert werden.
Beides ist bei den heute in der Praxis auftretenden Problemen (z. B. f
mit 25 Komponenten, 500-1000 arithmetischen Operationen pro Aus-
wertung von f) so gut wie unmoglich.

Wir wollen zeigen, dall die Mehrzielmethode fiir m — oo gegen das
Verfahren (7.3.9.1) in folgendem Sinne konvergiert:

Sei n(X) eine auf [a, b] geniligend glatte Funktion und sei ferner (7.3.9.1)
eindeutig 16sbar mit der Losung 7(X), An(X) := n(X) — n(X). Dann gilt:
Wihlt man fiir die Mehrzielmethode (7.3.5.3)—(7.3.5.10) irgendeine Unter-
teilung @ = X; < X; < -+- < Xm = b der Feinheit h := maxy |Xxyr1 — Xk|
und als Startvektor s fiir die Mehrzielmethode den Vektor

S

S .
s=| . mit  § 1= n(X),

Sm
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dann erhilt man als Losung von (7.3.5.8) einen Korrekturvektor

AS
ASy )
(7.3.9.4) As=| . mit  max | Asc — An(xi) | = O(h).
Asy
Zum Beweis nehmen wir der Einfachheit halber [Xx, 1 —X| = h, k =1,
2, ..., m—1, an. Wir wollen zeigen, daB es zu jedem h eine differenzierbare

Funktion AS: [a, b] — R" gibt mit maxy || As—AS(Xk) || = O(h), AS(a) =
Asy und maxyea by [|AS(X) — An(X) || = O(h).

Dazu zeigen wir als erstes, daB3 die in (7.3.5.9), (7.3.5.10) auftretenden
Produkte

Gk_1Gk2...Gjs1 = Gk 1Gk2...Gi(GiGj_;...G))

einfache Grenzwerte fir h — 0 (hk = const, hj = const) besitzen. Die
Darstellung (7.3.5.9) fiir As, 2 < k < m, 146t sich so schreiben

=~

-2
(7.3.9.5) A = Fo1 + G ... Gy |:A31 + (GJ . Gl)_l Fj:|

1

j
Nach (7.3.5.3) ist Fy gegeben durch
Fo=Y(Xet1s X, ) — Ser1, I <k=m—1,
also
Xi+1
Fo=scr [ (L Y s0)dt - s

Xk

und mit Hilfe des Mittelwertsatzes
(7.3.9.6)  Fo=[f(mc Y X 80) — n'(F) ], X < i, T < X1
Sei nun die Matrix Z(x) Losung des Anfangswertproblems
(7.3.9.7) Z'=Dyf(x,n(0)Z, Z@ =1,
sowie die Matrix Zy die Losung von
Z =Dy f (X, n(X)Zx, Zi(x) =1, l<k<m-1,

also

(7.3.9.8) Zi(x) = 1 +/ Dy f (t, n(t)) Z(t)dt.

Xk
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Fiir die Matrizen Zy := Zk(xk+1) zeigt man nun leicht durch vollstindige
Induktion nach k, daf

(7.3.9.9) Z(Xs1) = ZkZier - - Z1.

In der Tat, wegen Z; = Z ist dies fiir k = 1 richtig. Ist die Behauptung fiir
k — 1 richtig, dann geniigt die Funktion

Z(X) := Zk(X) Zk—1 ... Z1

der Differentialgleichung Z’ = Dy f(x, n(x))Z und den Anfangsbedingungen
Z0%) = Zk(X)Zk—1...21] = Zx_1...Z1 = Z(Xx). Wegen der eindeutigen
Losbarkeit von Anfangswertproblemen folgt Z(x) = Z(x) und damit (7.3.9.9).

Nach Satz (7.1.8) gilt nun fiir die Matrizen Gy (X) := Ds Y(X; Xk, S)
X
73.9.10) GX) =1+ /Xk Dy f (t. y(t; X« SO))Gk(H)dt,
Gk = Gk(Xkt1)-
Mit der Abkiirzung
P(x) == || Zk(x) = Gk ||
ergibt sich nach Subtraktion von (7.3.9.8) und (7.3.9.10) die Abschitzung

o(x) < / [Dy f(t. n(t)) — Dy f(t. y(t: X 80)| - | Ze(t) [l
(7.3.9.11) h

+/ Dy £ (t. yit; %, 30) | - (bt

Wenn Dy f (t, y) bzgl. y fiir alle t € [a, b] gleichmiBig Lipschitzstetig ist,
zeigt man leicht fiir Xk <t < Xy

Dy f(t.n(®) — Dy f(t, y(t: X, s0)| < Ln®) — yt; X s = Oh)

und die gleichmiBige Beschrinktheit von || Zy(t)|, || Dy f(t, y(t; X, SOl
firtefabl,k=12,..., m—1. Aus (7.3.9.11) erhdlt man damit und
mit Hilfe der Beweismethoden der Sitze (7.1.4), (7.1.11) eine Abschitzung
der Form

9(x) =0(h*) fir X € [Xc, Xir1l,
insbesondere filir X = Xy
(7.3.9.12) |Zk— Gkl <cih®,  1<k=m-1,

mit einer von kK und h unabhéingigen Konstanten c;.
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Aus der Identitit

ZkZy—1 -+ Zy — GGy -+ - Gy = (Zk — Gk) Zi—1 -+ - Zy
+Gk(Zk—1 — Gk=1)Zk—2 -+ Z1 + -+ + GkGy-1 - - G2(Z1 — Gy)

und den aus Satz (7.1.11) folgenden weiteren Abschitzungen
Gl =1+ch, [Zll =1+ch, l<k=<m-1,

C; von K und h unabhéngig, folgt daher wegen kh < b—a und (7.3.9.9) fir
I<k<m-1

(7.3.9.13)  [IZ(Xis1) — GkGi1 -+ Gyl < cih?k(1 + h)*™" < Dh

mit einer von K und h unabhéngigen Konstanten D.
Aus (7.3.9.5), (7.3.9.6), (7.3.9.9), (7.3.9.12), (7.3.9.13) ergibt sich

(7.3.9.14)
As¢ = (Z(x) + O(h?)

x [A51 + g‘(Z(xjH) +0M)) " (f(5, yii; %, §)) — ' (F ))h]
- (J)(lh)
= Z(X)AS| + Z(X) /Xk Z®) [ f(t. n) —n'(t)]dt + O(h)
= AS(x) + O(h). )
Dabei ist AS(x) die Funktion
(7.3.9.15)  AS(X) := Z(X)As| + Z(X) fax ZO [ f(t,n®) — n'@®]dt,

mit AS5(a) = AS;. Man beachte, daB A5(x) mit AS; auch von h abhingt.
Offensichtlich ist AS nach X differenzierbar und es gilt wegen (7.3.9.7)

AF(X) =Z’(x)|:Asl +/ Z® [ f(t n) —n’(t)]dt:|

+ f (X, n(¥)) — 7'(X)
=Dy f (x, (X)) A5(x) + f (X, n(X)) —n'(X),
so daB

AS(X) = AS(a) +/ [Dy f (t, n(1) AS(t) + f(t. n(t)) —n'(t)]dt.

Durch Subtraktion dieser Gleichung von (7.3.9.3) folgt fiir die Differenz
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0(X) := An(X) — AS(X)

die Gleichung

X

(7.3.9.16) 9(x)=9(a)+/ Dy f (t, n(1)o(t)dt

und weiter mit Hilfe von (7.3.9.7)
(7.3.9.17) () = Z(x)0(a), 0 <Klo@] fir a<x<b,

mit einer geeigneten Konstanten K.

Wegen (7.3.9.14) und (7.3.9.17) geniigt es, ||6(a)|| = O(h) zu zeigen,
um den Beweis von (7.3.9.4) abzuschlieBen. Nun zeigt man mit Hilfe von
(7.3.5.10) und (7.3.9.15) auf dieselbe Weise wie (7.3.9.14), dal As; =
AS(a) einer Gleichung der Form

[A+B(Z(b) + O(hH)]Aas

= —Fn— BZ(b) /b ZO ' (f(t n®) — n'®)dt + O(h)
= —Fn— B[Ag(b)a— Z(b)As;| + O(h)
geniigt. Wegen Fr, =r(s;, Sn) =r(n(a), n(b)) folgt
AAS(a) + BAS(b) = —r (n(a), n(b)) + O(h).
Durch Subtraktion von (7.3.9.2) und wegen (7.3.9.17) folgt
Ad(a) + BO(b) = [A+ BZ(b)]o(a) = O(h,

und damit #(a) = O(h), weil (7.3.9.1) nach Voraussetzung eindeutig 16sbar
und damit A 4+ BZ(b) nichtsinguldr ist. Wegen (7.3.9.14), (7.3.9.17) ist
damit (7.3.9.4) bewiesen.

7.4 Differenzenverfahren

Die allen Differenzenverfahren zugrunde liegende Idee ist, in einer Diffe-
rentialgleichung die Differentialquotienten durch passende Differenzenquo-
tienten zu ersetzen und die so erhaltenen diskretisierten Gleichungen zu
16sen.

Wir wollen dies an folgendem einfachen Randwertproblem zweiter Ord-
nung fiir eine Funktion y : [a, b] — R erldutern.

=y +qXx)y = g(x),

7.4.1
74D y@ =a, yb) =5
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Unter den Voraussetzungen ¢, g € C[a, b] (d.h. g und g sind auf [a, b]
stetige Funktionen) und q(x) > 0 fiir X € [a, b] 146t sich zeigen, daB (7.4.1)
eine eindeutig bestimmte Losung Y(X) besitzt.

Um (7.4.1) zu diskretisieren, teilen wir [a, b] in n + 1 gleiche Teilin-
tervalle

b—a
a=X X cee <X Xne1=b, X =a+jh, h:= ,

0 < X < < Xn < Xn41 j + ] n+1
und ersetzen mit der Abkiirzung y; := y(Xj) den Differentialquotienten
y' =y’'(x) firi =1, 2, ..., n durch den zweiten Differenzenquotienten

Yit1 —2¥ + Vi1
Azyi = +

Wir wollen den Fehler 7j(y) := y”(X;) — A?Y; abschitzen und setzen dazu
voraus, daB y(x) auf [a, b] vier mal stetig differenzierbar ist, y € C*[a, b].
Man findet dann durch Taylorentwicklung von y(X; £ h) um X;

2

/ h v h 4
Yiilzyi:thyi'ngi + —

h
'y(“)(xi +6*h), 0<6F <1,

yi/// + 4'

3
31
und damit

h2
Ay =y + ﬁ[y(“)(xi +6h) + y®x — 67 h)].
Da y® noch stetig ist, folgt
h2
(7.4.2) 7i(y):=Yy'(x) — A%y = —Ey“”(xi +6ih) firein 6] < 1.

Wegen (7.4.1) erfiillen die Werte y; = y(X;) die Gleichungen

Yo =«
(7.43) WJrq(xi)yi — g+, i=12....n,
Ynt1 = B.
Mit den Abkiirzungen g := q(X;), gi := g(X;), den Vektoren
Y T (y) 9 +gj/ i
y:= )fz , T(y) = Tzfy) , k= : ,
);n Tn&Y) 9 g_n/_gl/ h2

und der symmetrischen n x n-Tridiagonalmatrix
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2+ (o]} h? —1 0
1 _ 2
(7.4.4) A= — I 2+eh
h2 . -1
0 -1 2+qgnh?
ist (7.4.3) dquivalent mit
(7.4.5) AY =k + T(y).

Das Differenzenverfahren besteht nun darin, in Gleichung (7.4.5) den Feh-
lerterm 7(y) fortzulassen und die Losung U = [uy, ..., Un]" des so erhalte-
nen linearen Gleichungssystems

(7.4.6) Au =k

als Approximation fiir y zu nehmen.

Wir wollen zunéchst einige Eigenschaften der Matrix A (7.4.4) zeigen.
Dazu schreiben wir A < B fiir zwei n x n-Matrizen, falls &; < lby; fiir i,
j=1,2,...,n. Es gilt nun:

(7.4.7) Satz: Ist g > 0 fiiri =1, ..., n, so ist A (7.4.4) positiv definit und
es gilt 0 < A~' < A mit der positiv definiten n x n-Matrix

2 -1

(7.4.8) A=— -
h2 . |
-1 2

Beweis: Wir zeigen zunéchst, da A positiv definit ist. Dazu betrach-
ten wir die n x n-Matrix A, := h?A. Nach dem Satz von Gerschgorin
(6.9.4) gilt fiur ihre Eigenwerte die Abschitzung |1 — 2| < 2, also
0 < A < 4. Wire Aj = 0 Eigenwert von Ay, so wire det(A,) = 0; es
gilt aber det(A,) = n 4+ 1, wie man sich leicht mittels der Rekursionsfor-
mel det(Any1) = 2det(An) — det(An_;) liberzeugt [man erhilt diese sofort
durch Entwicklung von det(Any;) nach der ersten Zeile]. Andererseits ist
auch A; = 4 kein Eigenwert von A,, denn dann wire A, —4| singulir. Nun
gilt aber

-2 -1
-1 - . »
A, —4l = . ) =-DAD™,

-1 -2
D := diag(l, -1, 1, ..., £1),
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also | det(A, —41)| = | det(An)|, und damit ist mit A, auch A, — 41| nicht-
singuldr. Es folgt die Abschitzung 0 < Aj < 4 fir die Eigenwerte von An.
Dies zeigt insbesondere, daf3 A positiv definit ist. Wegen

n
MAz=72"Az+) qlzal’, 2"Az>0 fir z#0 und ¢ >0
i=1
folgt sofort zHAz > 0 fiir z # 0, also die positive Definitheit von A.
Satz (4.3.2) zeigt die Existenz von A~' und A~' und es bleibt nur noch
die Ungleichung 0 < A™' < A™! zu beweisen. Dazu betrachten wir die
Matrizen D, D, J, J mit
h’A=D(l —J), D =diagR+qh* ...,2+q.h?),

h*A=D( —J), D=2l
Offensichtlich gelten wegen g; > 0 die Ungleichungen

0<D<D,
1
0 ST 0
N 0
(7.4.9) 0<J=| 2teh
1
2+4Gn-1h?
0 T 0
1
0 3 0
1
B . .1
. .3
0 19

2
Wegen J = 1(—A, +2I) und der Abschitzung 0 < A < 4 fiir die Ei-
genwerte von A, gilt —1 < u; < 1 fiir die Eigenwerte u; von J, d.h.es
gilt p(J) < 1 fiir den Spektralradius von J. Aus Satz (6.9.2) folgt die
Konvergenz der Reihe

0<l+J+324+FP+...=a -3\
Wegen 0 < J < J konvergiert dann auch
0<14+J+4+P+. . =(0-H'<d -3

und es gilt 0 < D' < D! wegen (7.4.9) und daher
0<MA ' =1-)"'D'<d-0)'D=MA,

was zu Zeigen war. O
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Insbesondere folgt aus diesem Satz, dal das Gleichungssystem (7.4.6)
eine Losung besitzt, falls q(x) > 0 fiir X € [a, b], die z. B. mittels des
Cholesky-Verfahrens [s. 4.3] leicht gefunden werden kann. Da A eine Tri-
diagonalmatrix ist, ist die Zahl der Operationen fiir die Auflosung von (7.4.6)
proportional zu n.

Wir wollen nun die Fehler y; —u; der aus (7.4.6) gewonnenen Naherungs-
werte U; fiir die exakten Losungen ¥ = y(X;), i = 1, ..., n, abschitzen.

(7.4.10) Satz: Das Randwertproblem (7.4.1) habe eine Losung Y(X) €
C*[a, b] und es gelte |y® (x)| < M fiir x € [a, b]. Ferner sei q(X) > 0 fiir
X € [a,b] und u=[uy, ..., u,]" die Losung von (7.4.6). Dann gilt

Mh? .
wuo—w|§7ﬁ%m—axb—m)fwl=L2wu,n

Beweis: In den folgenden Abschitzungen sind Betragszeichen |.| oder
Ungleichungen < fiir Vektoren oder Matrizen komponentenweise zu ver-
stehen.

Wegen (7.4.5) und (7.4.6) hat man fiir y — u die Gleichung

Ay —u) =1(y).
Satz (7.4.7) und die Darstellung (7.4.2) fiir t(y) ergeben dann

G -1 A1 Mh? ~
(7.4.11) y—ul=1A"t(y)| = A IT(Y)ISTA e

mit e:=[1,1,...,1]". Der Vektor A~'e kann mittels folgender Beobach-
tung sofort angegeben werden: Das spezielle Randwertproblem

—-y'x) =1, y@=yb =0,

des Typs (7.4.1) besitzt die exakte Losung y(X) = %(X — a)(b — x). Fiir
dieses Randwertproblem gilt aber wegen (7.4.2) t(y) = 0 und es stimmen
die diskrete Losung u von (7.4.6) und die exakte Losung y von (7.4.5)
iiberein. Uberdies ist fiir dieses spezielle Randwertproblem die Matrix A
(7.4.4) gerade die Matrix A (7.4.8) und k = e. Also gilt Ale=u, u; =
%(Xi —a)(b — x;). Zusammen mit (7.4.11) ergibt das die Behauptung des
Satzes. O

Unter den Voraussetzungen des Satzes gehen also die Fehler mit h? ge-
gen 0, es liegt ein Differenzenverfahren zweiter Ordnung vor. Das Verfah-
ren von Stormer und Numerov zur Diskretisierung der Differentialgleichung

y'(x) = f(x, y(x),

h2
Vidl —2¥ +VYio1 = E(fiH +10f; + fi_y),
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filhrt ebenfalls auf Tridiagonalmatrizen, es besitzt jedoch die Ordnung 4.
Man kann diese Verfahren auch zur Losung nichtlinearer Randwertprobleme

y'=f(xy), y@=«a yb =8,

verwenden, wo f (X, y) anders als in (7.4.1) nichtlinear von y abhéngt. Man
erhilt dann fiir die Nédherungswerte U; &~ y(X;) ein nichtlineares Gleichungs-
system, das man i. allg. nur iterativ 16sen kann.

In jedem Fall erhélt man so nur Verfahren geringer Ordnung. Um eine
hohe Genauigkeit zu erreichen, mu3 man anders als etwa bei der Mehr-
zielmethode das Intervall [a, b] sehr fein unterteilen [s. Abschnitt 7.6 fir
vergleichende Beispiele)].

Fiir ein Beispiel zur Anwendung von Differenzenverfahren bei partiellen
Differentialgleichengen s. Abschnitt 8.4.

7.5 Variationsmethoden

Variationsverfahren (Rayleigh-Ritz-Galerkin-Verfahren) beruhen darauf, daf3
die Losungen einiger wichtiger Typen von Randwertproblemen gewisse
Minimaleigenschaften besitzen. Wir wollen diese Verfahren an folgendem
einfachen Randwertproblem fiir eine Funktion u : [a, b] — R erldutern:

—(POOU' (X)) + g(x)u(x) = g(x, u(x)),
u@ =a, u)=2g.

Man beachte, dafl das Problem (7.5.1) etwas allgemeiner ist als (7.4.1).
Unter den Voraussetzungen

(7.5.1)

peC'la,b], p(xX) > po > 0,
(75.2) q € Cla, b], q(x) >0,
g e C'([a, b] x R), Qu(X, U) < Ao,

Mo kleinster Eigenwert der Eigenwertaufgabe
—(p2) = (A —Pz=0, z@ =z(b) =0,

weill man, dafl (7.5.1) stets genau eine Ldosung besitzt. Wir setzen daher
fiir das Weitere (7.5.2) voraus und treffen die vereinfachende Annahme
g(X, u(x)) = g(x) (keine u-Abhingigkeit in der rechten Seite).

Ist u(x) die Losung von (7.5.1), so ist Y(X) := u(x) — I (x) mit

b—x a—Xx

1(x) ::ab_a—i—ﬂa_b,

(@ =a, I =48
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die Losung eines Randwertproblems der Form
—(py) +ay=f,

(7.5.3)

y@ =0, y =0,
mit verschwindenden Randwerten. Wir konnen daher ohne Einschriankung
der Allgemeinheit statt (7.5.1) Probleme der Form (7.5.3) betrachten. Mit
Hilfe des zu (7.5.3) gehorigen Differentialoperators

(7.5.4) L) == —(pv) +qu

wollen wir das Problem (7.5.3) etwas anders formulieren. Der Operator L
bildet die Menge

D, :={v e C*a,b] | v(@ =0, v(b) = 0}

aller zweimal auf [a, b] stetig differenzierbaren reellen Funktionen, die die
Randbedingungen v(a) = v(b) = 0 erfiillen, in die Menge C[a, b] aller auf
[a, b] stetigen Funktionen ab. Das Randwertproblem (7.5.3) ist also damit
dquivalent, eine Losung von

(7.5.5) L(yy=f, yeDy,

zu finden. Nun ist D ein reeller Vektorraum und L ein linearer Operator
auf D_: Mitu, v € D gehort auch eu+ Bv zu D und es ist L (eu+ Bv) =
aL (u)+BL(v) fiir alle reellen Zahlen «, 8. Auf der Menge L, (a, b) aller auf
[a, b] quadratisch integrierbaren Funktionen fiihren wir durch die Definition

b
(7.5.6) (u, v) ::/ uG)v(x)dx, lullz := (u, u)'/?,

eine Skalarprodukt und die zugehérige Norm ein.
Der Differentialoperator L (7.5.4) hat einige fiir das Verstindnis der
Variationsmethoden wichtige Eigenschaften. Es gilt

(7.5.7) Satz: L ist ein symmetrischer Operator auf D, d.h. es gilt
(u,L(w)) = (L(u),v) firalle u,veD..

Beweis: Durch partielle Integration findet man

b
(u, L(v))=f u)[—(peOV' (X)) + q(x)v(x)]dx
b
= —U(X)p(X)v’(x)|2+/ [POOU (X)v'(X) + g(xX)u(xX)v(x)]dx

b
= f [POOU (X)v'(X) + g()u(X)v(x)]dX,
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weil u(@) = u(b) = 0 fiir u € D gilt. Aus Symmetriegriinden folgt ebenso

b
(7.5.8) (L(w,v) = / [PCOU'(X)v'(X) + g(x)u(x)v(x)]dx

und damit die Behauptung. O

Die rechte Seite von (7.5.8) ist nicht nur fiir u, v € D definiert. Sei
dazu D := {u € .ZZ'(a, b)|u(@) = u(b) = 0} die Menge aller auf [a, b]
absolutstetigen Funktionen u mit u(@) = u(b) = 0, fur die U” auf [a, b] (fast
tiberall existiert und) noch quadratisch integrierbar ist [s. Def. (2.4.1.3)]. Ins-
besondere gehdren alle stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen, die
die Randbedingungen erfiillen, zu D. D ist wieder ein reeller Vektorraum
mit D © D, . Durch die rechte Seite von (7.5.8) wird auf D die symmetri-
sche Bilinearform

b
(7.5.9) [u, v] :=/ [PCOU (X)v'(X) + q(x)u(x)v(x)]dx

definiert, die fiir u, v € D mit (U, L(v)) tbereinstimmt. Wie eben zeigt
man fiir y € D, U € D durch partielle Integration

(7.5.10) (U, L(y)) =[u, y].

Beziiglich des durch (7.5.6) auf D eingefiihrten Skalarproduktes ist L ein
positiv definiter Operator in folgendem Sinn:

(7.5.11) Satz: Unter den Voraussetzungen (7.5.2) ist

[u,u] = (u, L) >0 fiiralleuz#0,ueDL.
Es gilt sogar die Abschdtzung
(7.5.12) ylul2, <[u,u]l < C|U|2, fiir alleue D
mit der Norm ||U|oo := SUpay<p [U(X)| und den Konstanten

yim 2 T Pl — ) + al(b - ).

Beweis: Wegen y > 0 geniigt es, (7.5.12) zu zeigen. Fiir u € D gilt wegen
u@ =0

ux) = [X u'g)dg fir x €[a,b].

Die Schwarzsche Ungleichung liefert die Abschitzung
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U(x)? < / 12t - f U(E)PdE = (x — a)fxu/@)zds
<0-a- [ ey
und daher
(7.5.13) ul, < (b—a) /ab u'(x)%dx < (b — a)*(|u'],.

Nach Voraussetzung (7.5.2) ist p(X) > po > 0, q(x) > 0 fiir X € [a, b];
also folgt aus (7.5.9) und (7.5.13)

b b
[u, u] =/ [pCOU (X)* + g(x)u(x)*]dx > po/ u'(x)%dx > pr llullZ,.
a a - a
SchlieBlich ist wegen (7.5.13) auch
b
[u,u] = / [POOU (x)% 4+ g(x)u(x)*]dx
a

< IPllso(b — @) U3, + lIAllse(b — @) [JUlIZ,

<.
was zu Zeigen war. O

Insbesondere folgt aus (7.5.11) sofort die Eindeutigkeit der Losung von
(7.5.3) bzw. (7.5.5): Fir L(y;) = L(y2) = f, Vi, ¥2 € Di,istL(y1—Yy2) =0
und daher 0 = (y; — Y2, L(Y1 —¥2)) = 7 lly1 — YallZ, = 0, was direkt y; =y,
nach sich zieht.

Wir definieren nun fiir u € D durch

(7.5.14) F(u) :=[u,u] —2(u, f)

ein quadratisches Funktional F: D — R, F ordnet jeder Funktion u € D
eine reelle Zahl F(u) zu. Dabei ist f die rechte Seite von (7.5.3), (7.5.5).
Grundlegend fiir die Variationsmethoden ist es, daB das Funktional F seinen
kleinsten Wert genau fiir die Losung y von (7.5.5) annimmt:

(7.5.15) Satz: Es sei Yy € D die Losung von (7.5.5). Dann gilt
F) > F(y)
fiir alleu € D, u #y.

Beweis: Es ist L(y) = f und daher nach Definition von F wegen (7.5.10)
firu#y,ueD,
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F@) =[u,u] —2(u, f) = [u,u] — 2(u, L(y))
= [u, u] = 2[u, I+ [y, Y1 - [y, Y]
=u—-y,u—-yl—1[y, Yyl
> —[y,yl = F(),
weil nach Satz (7.5.11) [u—y,u—y] > 0 fir u # y gilt. O
Als Nebenresultat halten wir die Identitit fest:
(7.5.16) [uU—y,u—yl=F)+1[y,y] firalle ueD.

Satz (7.5.15) legt es nahe, die gesuchte Losung y dadurch zu approxi-
mieren, daB man F(u) ndherungsweise minimiert. Ein solches ndherungs-
weises Minimum von F erhilt man auf systematische Weise so: Man wihle
einen endlichdimensionalen Teilraum Svon D, SC D. Ist dim S= m, 1463t
sich jedes U € S beziiglich einer Basis Uy, ..., Uy von Sin der Form

(7.5.17) Uu=946U ~+...+8nUm, 6 €R,
darstellen. Man bestimmt dann das Minimum Us € Svon F auf S

(7.5.18) F(us) = min F(u),

und nimmt Ug als Niherung fiir die exakte Losung y von (7.5.5), die nach
(7.5.15) die Funktion F auf dem gesamten Raum D minimiert. Zur Berech-
nung der Niherung Us betrachte man die folgende Darstellung von F(u),
u € S, die man iiber (7.5.17) erhalt

®(51,82,...,0m) : = F@GUup + -+ 5nUm)

m m m

= [Z&ui,z(ﬂ(uk} -2 (ZSkUk, f)
i1 k=1 k=1
m m

= Y U, Ukdid—2 ) (uk, F)dk.
ik=1 k=1

Mit Hilfe der Vektoren 8, ¢ und der m x m-Matrix A,
(7.5.19)
81 (up, ) (Ui, ur] ... [up, U]
=\ : |, o= , A= : :
dm (Um, ) [Um, U] ... [Um, Um]

erhélt man fir die quadratische Funktion @ : R™ — R

)

(7.5.20) D) =08TAS —2¢'85.
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Die Matrix A ist positiv definit, denn A ist wegen (7.5.9) symmetrisch und
es gilt fiir alle Vektoren 8 # 0 auch u := §;u; + - - - + dmUny # 0 und daher
wegen Satz (7.5.11)

§TAS = &idi[ui. u] = [u.u] > 0.
ik

Das lineare Gleichungssystem

(7.5.21) AS =g

besitzt somit eine eindeutige Lsung 8 = §, die man mit Hilfe des Cholesky-
Verfahrens (s. 4.3) berechnen kann. Wegen der Identitét

D) =8"AS—20 5 =5"TAS —25TAS+5TAS — 5T AS
=0B—8)TAG -5 —5"AS
=B —=8TAGB -8+ P(5)

und (8 — 8)TA(S — 8) > 0 fiir 8 5 § folgt sofort & (8) > @(8) fiir 6 # 4.
Also liefert die zu § gehorige Funktion

Us = §1U; + -+ + dmlm

das Minimum (7.5.18) von F(u) auf S. Mit der Losung y von (7.5.5) folgt
wegen F(Us) = minyes F(u) aus (7.5.16) sofort

(7.5.22) [Us—Yy,Uus—y]=min[u—Yy,u—yl.
ueS

Wir wollen dies zu einer Abschitzung fiir den Fehler ||us — Y|/« benutzen.
Es gilt

(7.5.23) Satz: Es sei Y die exakte Losung von (7.5.3), (7.5.5). Ferner sei S C
D ein endlichdimensionaler Teilraum von D und F(Us) = minyes F(U).
Dann gilt die Abschdtzung

lus = Ylloo = ClIU" = ¥l

fiir alle u € S Hierbei ist C = /I'/y mit den Konstanten I', y von Satz
(7.5.11).

Beweis: (7.5.12) und (7.5.22) ergeben fiir beliebiges u € SC D

ylus—yll2, <[us—y,us—yl<[u—y,u—yl < v —y'|%.

Daraus folgt die Behauptung. O
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Jede obere Schranke fiir inf,cs[u — y, U — y] oder schwicher fiir
inf U — Vs,
inf U’ = ¥l

liefert also eine Abschitzung fiir ||Us — Y|le. Wir wollen eine solche
Schranke fiir einen wichtigen Spezialfall angeben. Dazu wiahlen wir als
Teilraum S von D die Menge

S=Sp, :={Sa| Su(@ = Sa(b) =0}

aller kubischen Splinefunktionen S, (s. Def. (2.4.1.1)), die zu einer festen
Unterteilung
A:a=X <X <X<---<X=D>b

des Intervalls [a, b] gehoren und an den Endpunkten a, b verschwinden.
Offensichtlich ist Sp, € D € D. Wir bezeichnen mit ||A| die Feinheit
der Zerlegung A,

1Al == max (X — Xi1).

Die Splinefunktion U := S, mit

ux) =y, i=0,1,...,n,

u'@) =y firé=a,b,
wobei Y die exakte Losung von (7.5.3), (7.5.5) ist, gehort offensichtlich zu
S=Sp,. Aus Satz (2.4.3.3) und seinem Beweis folgt die Abschitzung

U =Yl < FIYDllsll Al

sofern y € C*(a, b). Zusammen mit Satz (7.5.23) ergibt dies das Resultat:
(7.5.24) Satz: Die exakte Losung y von (7.5.3) gehore zu C*(a, b) und es
seien die Voraussetzungen (71.5.2) erfiillt. Es sei S := Sp, und Us diejenige

Splinefunktion mit
F(us) = milsl F(u).
ue

Dann gilt mit der von y unabhdngigen Konstante C = /T [y

lus = Ylleo < ICIY? Il Al

Die Abschitzung des Satzes kann verbessert werden [s. FuBinote zu Satz
(2.4.3.3)]:

lus — Ylles < %CIY? ol Al

Die Fehlerschranke geht also mit der dritten Potenz der Feinheit von A
gegen Null; das Verfahren ist somit in dieser Hinsicht dem Differenzenver-
fahren des letzten Abschnitts liberlegen [s. Satz (7.4.10)].
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Zur praktischen Realisierung des Variationsverfahrens, etwa im Falle
S = Sp,, hat man sich zunidchst eine Basis von Sp, zu verschaffen. Man
iiberlegt sich leicht, dal m := dim Sp,, = n+ 1 (nach Satz (2.4.1.5) ist die
Splinefunktion S4 € Sp, durch n + 1 Bedingungen

Saxi) =y, i=12...,n—1,
Si@ =y, Syb)=y,
bei beliebigen Vi, Y;, Yy eindeutig bestimmt). Als Basis §, § ..., &

von Sp, wiahlt man zweckméBig B-Splines [s. Abschnitt 2.4.4], die einen
kompakten Tréager besitzen:

(7.5.25) S(X) =0 fiir x <max(Xop, Xj—2) und X > min(Xp, Xj42).

Dann wird die zugehdrige Matrix A (7.5.19) eine Bandmatrix der Form

X X X X 0]
X
X
(7.5.26) A=(s.sD=|" o o
X
X
| 0 X X X X

weil wegen (7.5.9), (7.5.25)

b
[S. &I =f [P (X) S0 +a()S () S(X¥)]dx = 0

fiir alle |i — k| > 4 gilt. Nachdem man fiir diese Basis &, ..., § die
Komponenten der Matrix A und des Vektors ¢ (7.5.19) durch Integration
bestimmt hat, 16st man das Gleichungssystem (7.5.21) nach é auf und erhélt
damit die Nadherung us fiir die exakte Losung V.

Natiirlich kann man statt Sp , auch einen anderen Raum S C D wihlen,
z.B. die Menge

n-2
s={PIP0 =(x-ax-bY ax'.a belicbic |
i=0
aller Polynome, die hochstens den Grad n haben und fir x = a, b ver-
schwinden. In diesem Fall wére aber die Matrix A i.allg. keine Bandmatrix
mehr, und dariber hinaus sehr schlecht konditioniert, falls man als Basis
von S die speziellen Polynome
Pi(X):=X—a)(x—b)x, i=01,...,n—2,

wihlte. Ferner kann man als S die Menge [s. (2.1.5.10)]
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S=HY"
wiéhlen, wobei A wieder eine Zerlegung a = X) < X} < - < X3 = b
ist und Hém) aus allen Funktionen u € C™![a, b] besteht, die in jedem
Teilintervall [X;, Xj41], | = 0, ..., n — 1, mit einem Polynom vom Grad

< 2m— 1 tibereinstimmen (Hermitesche Funktionenrdume). Hier kann man
wieder durch passende Wahl der Basis {u;} von Hﬁ(\m) erreichen, daf} die
Matrix A = ([u;, Ux]) eine Bandmatrix wird. Bei entsprechender Wahl des
Parameters m erhélt man auf diese Weise sogar Verfahren hoherer als drit-
ter Ordnung: Verwendet man (2.1.5.14) statt (2.4.3.3), so erhdlt man statt
(7.5.24) fiir S= H™ die Abschitzung

2 2m—1
lus — Y™ ool AIP™ T,

< -
Ylleo = 22M=2(2m — 2)!

falls y € C?™[a, b]; es liegt ein Verfahren mindestens der Ordnung 2m — 1
vor [Beweise dieser und dhnlicher Abschitzungen sowie die Verallgemei-
nerung der Variationsmethoden auf nichtlineare Randwertprobleme findet
man in Ciarlet, Schultz, Varga (1967)]. Man beachte jedoch, dal mit wach-
sendem m die Matrix A immer schwieriger zu berechnen ist.

Wir weisen darauf hin, dafl Variationsverfahren auf wesentlich allge-
meinere Randwertprobleme als (7.5.3) angewandt werden konnen, so insbe-
sondere auf partielle Differentialgleichungen. Wichtige Voraussetzung fiir
die zentralen Sitze (7.5.15), (7.5.23) und die Losbarkeit von (7.5.21) sind
im wesentlichen nur die Symmetrie von L und Abschitzungen der Form
(7.5.12) [s. Abschnitt 7.7 fiir Anwendungen auf das Dirichlet-Problem].

Die Hauptarbeit bei Verfahren dieses Typs besteht darin, die Koeffizi-
enten des linearen Gleichungssystems (7.5.21) mittels Integration zu berech-
nen, nachdem man sich fiir eine geeignete Basis Uy, ..., Uy von Sentschie-
den hat. Fiir Randwertprobleme bei gewohnlichen Differentialgleichungen
sind diese Verfahren in der Regel zu aufwendig und zu ungenau und mit
der Mehrzielmethode nicht konkurrenzfahig [s. den nichsten Abschnitt fiir
vergleichende Resultate]. Thr Wert zeigt sich erst bei Randwertproblemen
fiir partielle Differentialgleichungen.

Endlichdimensionale Rdume S C D von Funktionen, die die Rand-
bedingungen von Randwertaufgaben (7.5.5) erfiillen spielen auch bei Kollo-
kationsmethoden eine Rolle. Thr Prinzip ist recht naheliegend: Mit Hilfe
einer Basis {U;} von S versucht man wieder die Losung y(X) von (7.5.5)
durch eine Funktion

u=34uU;+---+ 8nUm
aus Szu approximieren. Man wahlt dazu m verschiedene Punkte xj € (a, b),
j =1,2,..., m, die sog. Kollokationsstellen, und bestimmt die Koeffizi-
enten dx durch Losung des Gleichungssystems



7.5 Variationsmethoden 245
(7.5.27a) (Lu)(x) = f(Xj), ji=12,...,m,

d.h. man verlangt, daB die Differentialgleichung L(u) = f durch u an
den Kollokationsstellen X; exakt erfiillt wird. Dies fiihrt auf ein lineares

Gleichungssystem fiir die m Unbekannten &, K =1, ..., m,
m

(7.5.27b) D L) = fx), j=1.2,...,m.
k=1

Bei Kollokationsmethoden hat man viele Mdoglichkeiten, das Verhalten
des Verfahrens zu beeinflussen, ndmlich durch die Wahl des Funktionen-
raums S, der Basis von S und der Kollokationsstellen. Man erhilt so u. U.
auBerordentlich effiziente Verfahren.

So wihlt man hiufig als Basis {uj} von S Funktionen mit kompak-
tem Triger, etwa B-Splines (s. 2.4.4) wie in (7.5.25). Dann ist die Matrix
A = [L(ux)(Xj)] des Gleichungssystems (7.5.27b) eine Bandmatrix. Bei den
sog. Spektralmethodenwerden Raume S von trigonometrischen Polynomen
(2.3.1.1), (2.3.1.2) gewidhlt, die von endlich vielen trigonometrischen Funk-
tionen, etwa €%, k = 0, &1, &2, ..., aufgespannt werden. Bei einer ent-
sprechenden Wahl der X; kann man dann oft die Gleichungen (7.5.27), die ja
als eine Art von Interpolationsbedingungen fiir trigonometrische Polynome
anzusehen sind, mit Hilfe der Methoden zur schnellen Fouriertransformation
(s. Abschnitt 2.3.2) 16sen.

Wir wollen das Prinzip an dem einfachen Randwertproblem
=Y’ = f(x), y(0) =y(r) =0,

des Typs (7.5.3) erldutern. Alle Funktionen u(x) = ka=1 Sk sinkx erfiillen die
Randbedingungen. Wihlt man als Kollokationspunkte Xj := jz/(m+1), j =1, 2,
..., m, so findet man wegen (7.5.27), dal die Zahlen yy := Skk? das trigonometri-
sche Interpolationsproblem (s. Abschnitt 2.3.1)

m kjm
Zyksin =fj, j=12,...,m,
= m+ 1

16sen. Man kann daher die yx mit den Methoden der schnellen Fouriertransformation
bestimmen.

Verfahren dieses Typs spielen bei der Losung von Anfangs-Randwert-
problemen fiir partielle Differentialgleichungen eine groBle Rolle. Néheres
dazu findet man in der Spezialliteratur, z. B. in Gottlieb und Orszag (1977),
Canuto (1987) und Boyd (1989).



246 7 Gewohnliche Differentialgleichungen

7.6 Vergleich der Methoden
zur Losung von Randwertproblemen
fiir gewohnliche Differentialgleichungen

Die in den vorausgegangenen Abschnitten beschriebenen Methoden, ndmlich

1) EinfachschieBverfahren,
2) Mehrzielmethode,

3) Differenzenverfahren,
4) Variationsverfahren,

sollen anhand eines Beispiels verglichen werden. Gegeben sei das lineare
Randwertproblem mit linearen separierten Randbedingungen

—y" + 400y = —400 cos® 7 x — 272 cos(2X),
y(0) =y() =0,

mit der exakten Losung (s. Figur 17)

(7.6.1)

Y

0 0;5 1

Fig. 17. Exakte Losung von (7.6.1)

e 5 1 —20 2
(7.6.2) y(X) = me2 X4 e X — cos?(X).

Obwohl dieses Problem verglichen mit den meisten Problemen aus der
Praxis sehr einfach ist, liegen bei ihm folgende Besonderheiten vor, die
Schwierigkeiten bei seiner Losung erwarten lassen:
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1. Die zu (7.6.1) gehorige homogene Differentialgleichung —y” +400y =
0 besitzt exponentiell stark wachsende bzw. fallende Losungen der
Form y(x) = ce™?™_ Dies fiihrt zu Schwierigkeiten fiir das Einfach-
schieBverfahren.

2. Die Ableitungen Y@ (x), i =1, 2, ..., der exakten Losung (7.6.2) sind
fir x ~ 0 und X ~ 1 sehr groB. Die Fehlerabschitzungen (7.4.10)
fiir das Differenzenverfahren bzw. (7.5.24) fiir das Variationsverfahren
lassen deshalb grofle Fehler erwarten.

Bei 12-stelliger Rechnung wurden folgende Ergebnisse gefunden [bei der
Bewertung der Fehler, insbesondere der relativen Fehler, beachte man den
Verlauf der Losung, s. Figur 17: maxo<x<; |Y(X)| & 0.77, y(0) = y(1) = 0,
y(0.5) = 0.907 998 593 370 - 10~4]:

1) Einfachschiefiverfahren: Nach einer Iteration wurden die Anfangs-
werte

1—e®
Y0 =0, y(0) = -20—— = —19.999 999 9176 ...

der exakten Losung mit einem relativen Fehler < 3.2 - 10~!! gefunden.
Lost man dann das (7.6.1) entsprechende Anfangswertproblem mit Hilfe
eines Extrapoaltionsverfahren [s. Abschnitt 7.2.14; ALGOL-Programm Dif-
fsys aus Bulirsch und Stoer (1966)], wobei man als Anfangswerte die auf
Maschinengenauigkeit gerundeten exakten Anfangswerte y(0), y'(0) nimmt,
so erhilt man statt der exakten Losung y(X) (7.6.2) eine Niherungslosung
Y¥(x) mit dem absoluten Fehler Ay(Xx) = ¥(X) — y(X) bzw. dem relativen
Fehler ey(X) = (Y(X) — y(x))/y(X):

X Ay ley(X)]

0.1 1.9.10~1 2.5.1071
0.2 1.5-10710 2.4.10710
0.3 1.1-107° 3.2.107°
0.4 8.1-107° 8.6-1078
0.5 6.0-1078 6.6-107*
0.6 4.4.1077 47.107°
0.7 3.3.10°° 9.6-107°
0.8 24.107° 3.8-107°
0.9 1.8-107* 23.107*
1.0 1.3-1073 00

* maxxeo.1] |AY()| &~ 1.3 - 1073
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Hier wirkt sich deutlich der Einflufl der exponentiell anwachsenden Losung
y(X) = ce™ des homogenen Problems aus [vgl. Abschnitt 7.3.4].

2) Mehrzielmethode: Um den Einflul der exponentiell anwachsenden
Losung y(x) = ce’®™ des homogenen Problems zu mindern, wurde ein
grofles m, m = 21, gewihlt,

k—1

20
Drei Iterationen der Mehrzielmethode [Programm nach Oberle und Grimm
(1989)] ergaben folgende absolute bzw. relative Fehler

X |[Ay()[* ley(X)]

0.1 9.2-1071 1.2-10712
0.2 2.7-10712 43.10712
0.3 44.1078 1.3-10712
0.4 34-1071 3.6-10712
0.5 3.5-1071 3.9-107°
0.6 1.3-10712 1.4-1071
0.7 1.8-10712 53-10712
0.8 8.9.1071 1.4-10712
0.9 9.2-1071 1.2-10712
1.0 5.0-10712 o0

0=Xg <X <...<Xy =1, X=

* maxxepo.1] |AY(X)| ~ 510712,

3) Differenzenverfahren: Das Verfahren von Abschnitt 7.4 liefert fiir
die Schrittweiten h = 1/(n + 1) folgende maximale absolute Fehler Ay =
maXo<i<nt+1 |AY(Xi)|, Xi =i h [fiir h wurden Potenzen von 2 gewéhlt, damit
die Matrix A (7.4.4) in der Maschine exakt berechnet werden kann]:

h Ay
24 2.0-1072
276 1.4.1073
278 9.0-1073
2-10 56-107°

Diese Fehler stehen im Einklang mit der Abschitzung von Satz (7.4.10),
eine Halbierung von h reduziert den Fehler auf i des alten Werts. Um
Fehler zu erreichen, die mit denen der Mehrzielmethode vergleichbar sind,
Ay ~ 510712, miiBte man h ~ 10~° wihlen.
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4) Variationsverfahren: In der Methode von Abschnitt 7.5 wurden
als Rdume S Rdume Sp, von kubischen Splinefunktionen zu dquidistanten
Einteilungen

)

. 1
A 0=Xg<Xj<---<Xp=1, X =ih, hzﬁ

gewihlt. Folgende maximale absolute Fehler Ay = |us — Y|l [vgl. Satz
(7.5.24)] wurden gefunden:

h Ay

1/10 6.0-1073
1/20 54-107*
1/30 1.3-1074
1/40 4.7-107°
1/50 2.2-107°
1/100 1.8-107¢

Um Fehler der GréBenordnung Ay &~ 5-10~!2 wie bei der Mehrzielmethode
zu erreichen, miiBte h ~ 10~ gewihlt werden. Zur Berechnung allein der
Bandmatrix A (7.5.26) wiren fiir diese Schrittweite ca. 4 - 10* Integrationen
notig!

Diese Ergebnisse zeigen eindeutig die Uberlegenheit der Mehrzielme-
thode selbst bei einfachen linearen separierten Randwertproblemen. Diffe-
renzenverfahren und Variationsmethoden kommen selbst hier nur dann in
Frage, wenn die Losung nicht sehr genau berechnet werden muf3. Um die
gleiche Genauigkeit zu erreichen, hat man bei Differenzenverfahren Glei-
chungssysteme groferer Dimension zu 16sen als bei Variationsmethoden.
Dieser Vorteil der Variationsmethoden fallt jedoch erst bei kleineren Schritt-
weiten h ins Gewicht und wird in seiner Bedeutung erheblich dadurch ein-
geschrinkt, dal die Berechnung der Koeffizienten der Gleichungssysteme
viel aufwendiger ist als bei den einfachen Differenzverfahren. Zur Behand-
lung nichtlinearer Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichun-
gen kommt eigentlich nur die Mehrzielmethode in einer ihrer Varianten in
Frage.
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7.7 Variationsverfahren fiir partielle
Differentialgleichungen. Die ,,Finite-Element“-Methode

Die in Abschnitt 7.5 beschriebenen Methoden konnen auch zur Lésung von
Randwertproblemen fiir partielle Differentialgleichungen verwandt werden,
darin liegt sogar ihre eigentliche Bedeutung. Wir wollen dies hier nur kurz
fiir ein Dirichletsches Randwertproblem im R? erliutern; eine eingehende
Behandlung dieses wichtigen Gebiets findet man in weiterfithrenden Mono-
graphien [Angaben dazu am Ende des Abschnitts]. Gegeben sei ein (offenes
beschrinktes) Gebiet £2 C R? mit dem Rand 8£2. Gesucht wird eine Funk-
tion y: 2 — R, 2 1= 2 U 32 mit

771 — AYy(X) +c(X)y(x) = f(x) fiir x = (X1, %) € £2,

7.7.1 y(x) =0 fiir X € 382,

wobei A der Laplace-Operator ist

?y(x)  3%y(x)
ax? axs

AY(X) =

Dabei seien ¢, f : 2 — R gegebene stetige Funktionen mit c(x) > 0
fiir X € £2. Wir nehmen der Einfachheit halber an, daB (7.7.1) eine Lésung
y € C?(£2) besitzt, d. h. y besitzt in £2 stetige Ableitungen Diy :=d%y/ox{
bis zur Ordnung 2, o < 2, die auf 2 stetig fortgesetzt werden konnen. Als
Definitionsgebiet D des zu (7.7.1) gehodrigen Differentialoperators L (v) :=
—Av + cv nehmen wir D := {v € C*(£2 | v(x) = 0 fiir X € 352}, so daB
(7.7.1) dquivalent zur Losung von

(7.7.2) Lw)=f, veDy,

ist. Wir setzen fiir das Gebiet £2 voraus, daf in ihm die Integralsitze von
GauBB bzw. Green gelten und es jede Gerade X; = const, i = 1, 2, in
hochstens endlich vielen Segmenten schneidet. Mit den Abkiirzungen

(U, v) := / u)v)dx, Jlullz := (u, w)?  (dx = dx;dxy)
Q
gilt dann [vgl. (7.5.7)]
(7.7.3) Satz: L ist auf D ein symmetrischer Operator:
(U, L) = (L(w,v) = / [D1u(x) Div(X) + Dau(x) Dav(X)
2

4+ c(xX)u(x)v(x)]dx

(7.7.4)

fiir alle u, v € D|.
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Beweis: Eine der Greenschen Formeln lautet

2
ov
— [ uavdx = | (3" Diub - = do.
/.;2u vdx /Kz(i:l iu .v)dx /muavdw

Dabei ist dv/0v die Ableitung in Richtung der duBeren Normalen und dw
das Linienelement von 952. Wegen u € D ist u(x) = 0 fiir X € 952, also
fm udv/dvdw = 0. Daraus folgt die Behauptung des Satzes. O

Wiederum [vgl. (7.5.9)] definiert die rechte Seite von (7.7.4) eine Bili-
nearform

2
. , = i i d,
(1.7.5) [u, v] /Q(i;DuDchv)x

und es gilt ein Analogon zu Satz (7.5.11):
(7.7.6) Satz: Es gibt Konstanten y > 0, I' > 0 mit

2
(7.7.7) yluldy, <[uul<r Z IDiull3 fiir alle u € Dy.
i=1
Dabei ist
[ulljye = (U, u) + (Dyu, Dyu) + (Dau, Dou)

eine sog. Sobolev-Norm.

Beweis: Das Gebiet §2 ist beschrénkt. Es gibt also ein Quadrat §2, der Sei-
tenlédnge a, das §2 im Inneren enthilt. O.B.d.A. sei der Nullpunkt Eckpunkt
von £2; (s. Figur 18).

T2
a
02
0 a T

Fig. 18. Die Gebiete §2 und £2;
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Jedes u € D kann stetig auf §2, fortgesetzt werden durch u(x) := 0 fiir
X € £21\ £2, so daB nach den Annahmen iiber £2, D (1, -) noch stiickweise
stetig ist. Wegen u(0, X;) = 0 folgt
X1
u(xp, X2) =/ Diu(ty, x)dt; fiir alle X € £2;.
0
Die Schwarzsche Ungleichung ergibt daher
X1
[u(xi, %)]* < X1f [Diu(t, xp)]°dt;
0
a
< a/ [D1U(t1, Xz)]zdtl fir X € £2,.
0

Durch Integration dieser Ungleichung tiber §2; erhélt man

[u(xi, X)2dx;dx, < @ [ [Dyu(ty, tp)]*dt, dt,
Q] Ql

<a’ | [(Dju)® + (Dyu)?]dx.

2,

(7.7.8)

Wegen u(x) = 0 fir x € §2; \ £ kann man die Integration auf §2 be-
schrinken, und wegen c(X) > 0 fiir X € £2 folgt sofort

2
au,u] = a® ) Dl = |lul3
i=l
und daraus schlieBlich
lullZ,o, <[u,u] mit y:= !
YiUllwo = LU, V-—a2+1~

Wiederum folgt aus (7.7.8)

2
2 2 2 2
dx <C dx<C E Di C:= ,
/ch X < /Qu X < Ca [IDiull3, fxfg};‘m(x)l

i=1

und deshalb

2
[uu] <) D} mit I =1+ Ca’.
i=I
Damit ist der Satz bewiesen. O
Wie in Abschnitt 7.5 kann man groBere Vektorriume D O D_ von
Funktionen finden, so daf3 die Def. (7.7.5) von [u, v] fiir u, v € D sinnvoll,
die Aussage (7.7.7) des letzten Satzes fiir u € D richtig bleibt und
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(7.7.9) [uv]=(u,L(y)) firye DL undue D

gilt. Uns interessiert hier nicht, wie ein moglichst groBer Raum D mit Eigen-
schaften aussieht': wir interessieren uns nur fiir spezielle endlichdimensio-
nale Funktionsrdume S, fiir die man im einzelnen leicht (7.7.7) und (7.7.9)
fiir alle u aus der linearen Hiille DS von Sund D nachweisen kann, wenn
man [u, v] fiir u, v € DS durch (7.7.5) definiert.

],

Beispiel: Die Menge 2 sei mit einer Triangulation .7 = {Tj, ..., T} versehen,
d.h. £ ist Vereinigung von endlich vielen Dreiecken T; € .77, 2 = U:‘:I T,
derart, daf3 je zwei Dreiecke aus .7~ entweder disjunkt sind, genau eine Ecke oder
genau eine Kante gemeinsam haben (s. Fig. 19).

Fig. 19. Triangulierung von 2

Mit §(i > 1) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen u: £2 — R mit den
folgenden Eigenschaften:

1) u ist stetig auf £2.

2) u(x) =0 fiir x € 952.

3) Aufjedem Dreieck T der Triangulation.7 von 2 stimmt U mit einem Polynom
i-ten Grades tiberein,

ik
ux, %) = Z ajKX; X5
jrk<i

Die Funktionen u € § heiflen finite Elemente. Offensichtlich ist jedes § ein
reeller Vektorraum. Es muBl zwar u € § in §2 nicht iiberall stetig partiell differen-
zierbar sein, wohl aber im Innern jedes Dreiecks T € .7 . Def. (7.7.5) ist fiir alle u,
v € DY sinnvoll, ebenso sicht man sofort, daB (7.7.7) fiir alle u € DS richtig ist.

' Man erhilt D durch ,,Vervollstindigung® des mit der Norm || - [lw versehenen
Vektorraums C& (£2) aller auf §2 einmal stetig differenzierbaren Funktionen ¢,
deren Tréger supp(p) := {X € £2 | p(X) # 0}, kompakt ist und in £2 liegt.
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Diese Funktionsrdume S= §,i =1, 2, 3, insbesondere S und S3, werden bei der
,finite-element“-Methode im Rahmen des Rayleigh-Ritz-Verfahrens benutzt.

Genau wie in Abschnitt 7.5 [(7.5.14), (7.5.15), (7.5.22)] zeigt man

(7.7.10) Satz: Sei y die Losung von (7.7.2) und S ein endlichdimensionaler
Raum von Funktionen, fiir den (1.7.7), (1.7.9) fiir alle u € DS erfiillt ist.
Sei ferner F(u) fiir u € DS definiert durch

(7.7.11) F(u) :=[u,u] — 2(u, f).

Dann gilt:
1) F(u) > f(y) fiir alle u £ y.
2) Es gibt ein Us € S mit F(Us) = minyes F (U).
3) Fiir dieses Us gilt

[Us—Yy,Us—y] =min[u—y,u—yl]
ues

Die Niherungslosung Us kann wie in (7.5.17)—(7.5.21) beschrieben und
durch Losen eines linearen Gleichungssystems der Form (7.5.21) bestimmt
werden. Man mufl dazu eine Basis von S wihlen und die Koeffizienten
(7.5.19) des linearen Gleichungssystems (7.5.21) berechnen.

Eine praktisch brauchbare Basis von S z.B. erhdlt man auf folgende Weise:
Sei & die Menge aller Ecken und Seitenmittelpunkte der Dreiecke T, i =1, 2, ...,

k, der Triangulierung .7, die nicht auf dem Rand 942 liegen. Man kann zeigen, daf3
es zu jedem P € & genau eine Funktion up € S mit

up(Py=1, up(Q =0 firQ#P, Qe 7.
gibt. Uberdies haben diese Funktionen die schéne Eigenschaft, daB
up(x) =0, flirallexeT mitP &T,;

daraus folgt, dal in der Matrix A von (7.5.21) alle [up, Uug] = 0 sind, fiir die es
kein Dreieck T € .7 gibt, dem P und Q gemeinsam angehdren: Die Matrix A ist
nur schwach besetzt. Basen mit dhnlichen Eigenschaften kann man fiir die Rdume
S und S angeben [siche Zlamal (1968)].

Auch die Fehlerabschédtzung von Satz (7.5.23) kann man {ibertragen.

(7.7.12) Satz: Es sei y die exakte Losung von (7.7.1),(7.7.2) und S ein
endlichdimensionaler Raum von Funktionen, fiir die (7.7.7), (7.7.9) fiir alle
u € DS gilt. Fiir die Néiherungslosung Us mit F(Us) = minyes F(U) gilt
dann die Abschditzung

Jus = Yllwo < inf(
ueS

< |~

2 12
> IDu—-Dyyi3)
j=1
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Wir wollen nun obere Schranken fiir
2
. ) _ i 2
g; |Dju— Dyyl3

fir die Rdume S= §, i = 1, 2, 3, angeben, diec im obigen Beispiel fiir
triangulierte Gebiete 2 definiert wurden. Es gilt der folgende Satz:

(7.7.13) Satz: Sei 2 ein trianguliertes Gebiet mit Triangulation .7 . Es sei
h die grofite Seitenlinge, 0 der kleinste Winkel aller in .77 vorkommenden
Dreiecke. Dann gilt:

1. Falls y € C*(£2) und

32y (X1, %)

<M, firalle 1<i,j<2, Xeg,
9% 0X;

dann gibt es eine Funktion U € S mit
a) |U(x) — y(X)| < Mah? fiir alle X € £2,
b) |D;G(x) — Djy(X)| < 6Mxh/sind fiir j =1, 2 und fiir alle X € T°,
TeT.
2. Falls y € C3(2) und

3y(X1, X2)

<M; firalle 1<i,j,k=<2, Xxe§£,
aXi3X13Xk

dann gibt es ein U € S mit

a) |U(x) — y(x)| < M3h? fiir x € 2,

b) |Djl(x) — Djy(x)| < 2M;h?/sin6 fiir j =1,2,x € T°, T € .7.
3. Falls y € C*(2) und

*yY (X1, %)

—— <My fir 1<i,j,kl1 <4, xe£,
0% OXj IXKIX|

dann gibt es ein U € S mit .
a) |G(X) — y(X)| < 3Myh*/sin6 fiir x € 2,
b) |DjU(X) — Djy(X)| < 5Msh’/siné fiir j = 1,2, x € T°, T €.7.

[Hier bedeutet T® das Innere des Dreiecks T. Die Einschrankung x € T°
fiir die Abschétzungen b) ist notig, da die ersten Ableitungen D;0 an den
Réandern der Dreiecke T Sprungstellen haben kénnen.]

Dafiirue §,i =1, 2, 3, die Funktion Dju nur stiickweise stetig ist,
folgt wegen



256 7 Gewohnliche Differentialgleichungen

IDu-Dyyii = ¥ [ 10ju00 - Dyyoorax
Te7s T
< Cmax|Dju(X) — Dj y(X)|2, C ;:/ 1dx,
’ 7]

xeT
Te7

aus jeder der unter b) angegebenen Abschitzungen iiber Satz (7.7.12) sofort
eine obere Schranke fiir die Sobolev-Norm |us— Y|lw» des Fehlers ug—y

fiir die speziellen Funktionenrdume S= §,i = 1, 2, 3, sofern nur die exakte
Losung y die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen von (7.7.13) erfiillt:
hi

lus — yllwo <G Mi+1@-
Die Konstanten C; sind von der Triangulation .7 von £2 und von Y un-
abhingig und konnen explizit angegeben werden, die Konstanten M;, h, 6
haben dieselbe Bedeutung wie in (7.7.13). Diese Abschidtzungen besagen,
da z.B. fiir S = S die Fehler (bzgl. der Sobolev-Norm) mit der dritten
Potenz der Feinheit h der Triangulation gegen 0 gehen.

Satz (7.7.13) soll hier nicht bewiesen werden. Beweise findet man
z.B. bei Zlamal (1968), Ciarlet und Wagschal (1971).

Hier soll nur soviel angedeutet werden, daf3 die speziellen Funktionen
0eS,i=1,2,3, des Satzes durch Interpolation von y gewonnen werden:
Z.B. erhilt man fir S= S, die Funktionen U € S durch Interpolation von
y an den Punkten P € & der Triangulierung (s. oben):

000 = Y y(P)up(x).

Pe>

Ein wichtiger Vorteil der finite-element-Methode liegt darin, da3 man
Randwertprobleme auch fiir verhéltnisméBig komplizierte Gebicte 2 be-
handeln kann, £2 muf nur triangulierbar sein. SchlieBlich sei wiederholt,
daB man mit diesen Methoden nicht nur Probleme mit R?> der spezi-
ellen Form (7.7.1) behandeln kann, sondern auch Randwertprobleme in
hoherdimensionalen Raumen und fiir allgemeinere Differentialoperatoren
als den Laplaceoperator. Eine eingehende Beschreibung der finite-element-
Methoden findet man bei Strang und Fix (1963), Oden und Reddy (1976),
Schwarz (1988), Ciarlet und Lions (1991). Quarteroni und Valli (1994) be-
handeln allgemein die Numerik partieller Differentialgleichungen.
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Ubungsaufgaben zu Kapitel 7

1. Es sei A eine reelle diagonalisierbare n x n-Matrix mit den reellen Eigenwerten
Als ..., An und den Eigenvektoren Cy, ..., Ch. Wie 1dBt sich die Losungsmenge
des Systems

y = Ay
mit Hilfe der Ak und ¢y explizit darstellen ?
Wie erhilt man die spezielle Losung y(X) mit y(0) = Yo, Yo € R" ?

2. Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems
y'=Jy. yO) =y

mit Yo € R™ und der n x n-Matrix

A1 0
, A2eR

1

0 A

Hinweis: Man setze die k-te Komponente des Losungsvektor y(X) in der Form
y(X) = pk(X)e** an, px Polynom vom Grad < n —k.

3. Gegeben sei das Anfangswertproblem
y =x—x3 y0) =0.

Zur Schrittweite h sollen mit dem Eulerverfahren N#herungswerte n(Xj; h)
fiir y(Xj), Xj = jh, berechnet werden. Man gebe 5(Xj; h) und e(xj; h) =
n(Xj; h)—y(xj) explizit an und zeige, daB e(x; h) bei festem X fiir h = x/n — 0
gegen Null konvergiert.

4. Das Anfangswertproblem
Y =vy. y0)=0

besitzt die nichttriviale Losung y(x) = x?/4. Das Eulerverfahren liefert jedoch

n(xj;h) = 0 fiir alle X und h = X/n, n = 1, 2, ... . Man begriinde dieses
Verhalten !
5. Es sei n(X; h) die Ndherungslosung, die das Eulerverfahren fiir das Anfangs-
wertproblem
y=y. y0=1
liefert.

a) Es ist n(x; h) = (1 + hy*/".
b) Man zeige, da n(x; h) die fiir |h| < 1 konvergente Entwicklung

nx:h) =Y "1 COh' mit  to(x) = &

i=0
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besitzt; dabei sind die 7j (X) von h unabhingige analytische Funktionen.
c) Fiuri =1, 2, 3 gebe man 7 (X) an.
d) Die 7;(X), i > 1, sind die Lésungen der Anfangswertprobleme

k+1
> Tijk (x)

T (X) =7 (X) — » T(0)=0.
g (k+ 1!

. Man zeige, dall das modifizierte Euler-Verfahren die exakte Losung der Diffe-

rentialgleichung Yy’ = —2ax liefert.

. Man zeige, da3 das durch

(X, y; h) := ¢[ki + 4k + k3],
ki == f(X,y),

h h
ky = f -, —ki ),
2 (x+2y+21)

k3 := f(X+h, y+ h(=k; + 2kp))

gegebene Einschrittverfahren (,,einfache Kutta-Regel“) die Ordnung drei besitzt.

. Betrachte das Einschrittverfahren

h
P,y ) = F 0 y) + g0+ 1h,y + 1hf(x, y))
mit
x.y) = > fx )+(3f<x )) - Y
g ,Y~—8X Y% 3y Y ,Y).

Man zeige, daB es von dritter Ordnung ist.

. Wie sieht die allgemeine Losung der Differenzengleichung

Uiy2 =Uj41 +Uj, | =0,

aus ? (Fiir up = 0, u; = 1 erhélt man die ,,Fibonacci-Folge*.)

. Bei den Verfahren vom Adams-Moulton-Typ wird, ausgehend von den Nihe-

rungswerten np—j ..., np fir Y(Xp—j), ..., Y(Xp), ein Naherungswert np|
fiir y(Xp+1) nach der Iterationsvorschrift (7.2.6.7) berechnet: Ausgehend von

©

p1 setzt man fuiri=0,1, ...

einem beliebigen 7

" : )
USL) = 'I’(USJ)rl) = np+h[Bqo f Xp+1, W(pl)ﬂ) + Bq1 fp+ -+ Bqq fpr1-ql-

Man zeige: Fir f € Fi(a, b) gibt es ein hg > 0, so daB fiir alle |h| < hy die
)

erl} gegen ein npy1 mit npy1 = ¥ (py1) konvergiert.

Folge {n

Man benutze die Fehlerabschitzungen fiir die Interpolation durch Polynome
bzw. fiir die Newton-Cotes-Formeln, um zu zeigen, dal3 das Adams-Moulton-
Verfahren fiir q = 2 die Ordnung drei und das Milne-Verfahren fiir q = 2 die
Ordnung vier besitzt.



14.

15.

16.

17.
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. Fir g = 1 und g = 2 bestimme man die Koeffizienten fBqi der Nystrom-
Formeln
Np+1 = Np—1 + N[B1o fp + B11 fp-11,
Np+1 = Np—1 + N[B20 fp + B21 o1 + B2z fp—2].
. Man priife, ob das lineare Mehrschrittverfahren

h
Np — Np-4 = 3[8 fo—1 —4fp2 +8fp_3]

konvergent ist.

Es sei ¥ (1) = 0 und fiir die Koeffizienten von
() - -
ol =y T ol T it

gelte |yr—1| > |yr—2| = -+ = |yol. Geniigt ¥ () der Stabilitétsbedingung ?
Man bestimme «, 8 und y so, dal das lineare Mehrschrittverfahren
Nj+4 — N2 + a3 — nj+D) = h[B(fj3 — fj4 D) + v fj42]
die Ordnung drei hat. Ist das so gewonnene Verfahren stabil ?
Es werde das durch
nj+2 + a1 +am; = hibo £ (xj. nj) + b1 f 41, mj110)]

gegebene Pradiktor-Verfahren betrachtet.

a) Man bestimme &y, by und b; in Abhéngigkeit von a; so, daB man ein
Verfahren mindestens zweiter Ordnung erhlt.

b) Fiir welche a;-Werte ist das so gewonnene Verfahren stabil ?

c) Welche speziellen Verfahren erhilt man fiir agj = Ound a; = —1 ?
d) LaBt sich a; so wihlen, daB man ein stabiles Verfahren dritter Ordnung
bekommt ?

Es soll das Verfahren
h
Nj+2 +9nj41 — 10y = 5[13 fip1 +9f]
auf das Anfangswertproblem

y =0, y0)=c

angewandt werden. Startwerte seien 79 = € und 71 = C + eps (eps: Maschi-
nengenauigkeit). Welche Werte nj hat man bei beliebiger Schrittweite h zu
erwarten ?

. Zur Losung des Randwertproblems

y' =100y, y@O) =1, y3) =

betrachte man das Anfangswertproblem
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

7 Gewohnliche Differentialgleichungen

y' =100y, y0) =1, y(0)=s

mit der Losung y(X; S) und bestimme S = S iterativ so, daB3 y(3; 5) = e 30 5
werde nur bis auf einen relativen Fehler ¢ genau berechnet, d.h. statt S erhalt
man S(1 + ¢). Wie groB} ist y(3; 5(1 +¢)) ?

Ist in diesem Fall das einfache SchieBverfahren (wie oben beschrieben) eine
geeignete Methode zur Losung des Randwertproblems ?

Betrachtet werde das Anfangswertproblem

Yy =k(y+¥y), y0 =s

a) Man bestimme die Losung y(X; S) dieses Problemes.

b) In welcher x-Umgebung Us(0) von 0 ist y(X; S) erklért ?

¢) Zu gegebenem b # 0 gebe man ein k > 0 an, so daB y(b; s) fur alle |s| < k
existiert.

Man zeige, daB3 die Vor. ¢) von Satz (7.3.3.4) im Fall n = 2 fiir die Randbe-
dingungen
yi@=ci, yib=c

nicht erfullt ist.

Unter den Voraussetzungen von Satz (7.3.3.4) beweise man: E = A +
BGm_1--- Gy in (7.3.5.10) ist nichtsingulér.
Hinweis: E = Py(l + H), H =M + Py 'Dyr - (Z - 1.

Man zeige durch eine Fehleranalyse (Riickwértsanalyse), da3 der mit Rundungs-
fehlern behaftete Losungsvektor von (7.3.5.10), (7.3.5.9) gedeutet werden kann
als exaktes Ergebnis von (7.3.5.8) mit leicht abgednderten rechten Seiten Ifj
und abgeénderter letzter Gleichung

(A+ENAS + E2AS + -+ + Em_14Sm-1 + (B + Em)ASm = —Fm,
lub(E;) klein.
Sei DF(sS) die Matrix von (7.3.5.5). Man beweise
det(DF(s)) = det(A+ BGm—1--- Gy).

Fiir die inverse (DF(S))~! gebe man eine Zerlegung in Blockmatrizen R, S,
T explizit an:
(DF(s))”! = RST.

S : Diagonal-Blockmatrix, R : normierte untere Dreiecksmatrix, S, T so
gewihlt, dal ST - DF(S) normierte untere Dreiecksmatrix ist.

Sei A € R" beliebig. Man beweise:
Fir As; := Aund Asj, j =2, ..., m, aus (7.3.5.9) gilt fiir

ASy
AS =
Asm
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(DF(s)-F)Tas= —FTF + FJ (A+ BGm_1---G1)A — w).
Ist A also Losung von (7.3.5.10), so ist stets

(DF(s)- F)T As < 0.

25. Gegeben sei die Randwertaufgabe

y =fxy
mit den separierten Randbedingungen
yi@ —ai
V(@) — ok

Ykt-1(0) — Br41

yn(D) — B

Es sind also k Anfangswerte und n — k Endwerte bekannt. Die Information
kann benutzt werden, um die Dimension des Gleichungssystems (7.3.5.8) zu
reduzieren (K Komponenten von As; und n — k Komponenten von ASy, sind
null).

Fiir m = 3 stelle man das Gleichungssystem fiir die Korrekturen A auf. Dabei
soll (unter Benutzung der Information) von X; = a nach x; und ebenso von
X3 = b nach x; integriert werden (,,Gegenschieen®, s. Fig. 20).

/‘E
L

a=r] T2 r3=b

Fig. 20. Gegenschieflen

26. Die Konzentration einer Substanz in einer kugelférmigen Zelle vom Radius
1 wird beim stationdren Ablauf einer enzym-katalytischen Reaktion durch
die Losung y(X; a) des folgenden Randwertproblems beschrieben [vgl. Keller
(1968)]:

y’/ = _LyN + #
X a(y + k)

y©0 =0 y=1,
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27.

28.
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o, k : Parameter, k = 0.1, 1073 <o < 1071,

Obwohl f fiir X = 0 singuldr ist, existiert eine Losung y(X), die fiir kleines |X|
analytisch ist. Trotzdem versagt jedes numerische Integrationsverfahren in der
Nihe von X = 0. Man helfe sich wie folgt:

Unter Benutzung der Symmetrien von y(X) entwickle man y(X) wie in Beispiel
2, Abschnitt 7.3.6 um 0 in eine Potenzreihe bis X°® einschlieBlich; dabei sind
alle Koeffizienten durch A := y(0) auszudriicken. Mit Hilfe von p(x; 1) =
y(0) + Y (0)X + - - - + y©(0)x°®/6! erhilt man ein modifiziertes Problem

d’p(x; 1)
V' =FX,V,Y)= x>
fx,y,y) firlo2<x<l1,

yoO =i y©O =0 yD=1,

das jetzt numerisch besser 16sbar ist.

Man fasse (x) als Eigenwertproblem fiir den Eigenwert A auf und formuliere
(%) wie in Abschnitt 7.3.0 als ein Randwertproblem (ohne Eigenwert). Zur
Kontrolle seien die Ableitungen angegeben:

fir 0 <x <1072,
(%)

YO =h YOO = — "y =
' 3a(h+ k)’ 5a2(h + k)3’
y©0) = Gk — 100k yOO) =0 fir i=1,3,5.

21630, + k)5’

Gegeben sei das Randwertproblem

Y =Py —qy =rx), y@=a, yb =58
mit q(X) > gp > 0 fir a < X < b. Gesucht sind Ndherungswerte u; fiir die
exakten Werte y(Xj),i =1,2,...,n,x =a+ihund h=(b—a)/(n+ 1).
Ersetzt man y'(X;) durch (Ujy+; — Uj—1)/2h und y”(Xj) durch (Uuj_; — 2u; +
Uis1)/h? firi = 1, 2, ..., n und setzt man weiter Uy = &, Unt| = B, SO
erhilt man aus d$r Differentialgleichung ein Gleichungsystem fiir den Vektor
u=I[up,...,un]

Au =Kk, A eine n x n-Matrix, k € R".

a) Man gebe A und K an.
b) Man zeige, daB das Gleichungssystem fiir hinreichend kleines h eindeutig
16sbar ist.

Man betrachte fiir g € C[0, 1] das Randwertproblem
y' =9, y©0 =y)=0.

a) Man zeige:
1
voo = [ Geceraeds

mit .
G(x, £) := {S(X —1) fir

0<¢
X(—-1) fir 0<x

I/\ I/\

<X
<é&



b)

c)

29. Sei

und

mit
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Ersetzt man g(X) durch g(x) + Ag(x) mit |Ag(X)| < ¢ fiir alle X, so geht
die Losung y(X) liber in y(X) + Ay(X). Man beweise

|Ay<x)|s§x(1—x) fir 0<x< 1.

Das in 7.4 beschriebene Differnzenverfahren liefert als Losungsvektor u =
[ur,...,un]T des Gleichungssystems [s. (7.4.4)]
Au =k

Naherungswerte U; fir y(Xj), X =i/(n+ 1) undi =1, 2, ..., n. Ersetzt
man K durch k + Ak mit |Aki| < e,i =1, 2, ..., n, so geht U iiber in
u+ Au.
Man zeige

| Aui| < %xi(l —x). i=1,2,....n

D :={u]u@) =0, ueC?[0,1]}

1
F(u):= /0 {FU'x)* + F(x, u())dx + pu(l))

ue D, fuu(x,u) >0, p”(u) > 0.

Man beweise: Ist y(X) Losung von

y' = fux,y) =0, y0) =0, y(@+py)=0,

so folgt

und

30. a)

b)
©)

F(y) <FUu), ueD, u#y,
umgekehrt.

T sei ein Dreieck im R? mit den Eckpunkten P, P; und Ps; es seien weiter
P, € P P3, Py € P3sPs, Pg € PsP; von Py, P3, Ps verschieden. Dann gibt
es zu beliebigen reellen Zahlen vyi, ..., Y¢ genau ein Polynom hochstens
2-ten Grades )
U(Xp, X2) = Z ajkxlJ '2‘
0<j+k=<2

das in den Punkten P, die Werte y; annimmt, i =1, ..., 6.

Hinweis: Es geniigt offenbar, dies fiir ein einziges Dreieck zu zeigen, dessen
Koordination man geeignet wahlt.

Gilt eine zu a) analoge Aussage bei beliebiger Lage P ?

Ti, T seien 2 Dreiecke einer Triangulierung mit einer gemeinsamen Seite
g und u; Polynome hochstens 2-ten Grades auf Tj, i = 1, 2.

Man zeige: Stimmen uU; und Uy in drei verschiedenen auf g liegenden
Punkten iiberein, so ist Uy eine stetige Fortsetzung von u; auf T, (d.h. u;
und Uy stimmen auf ganz g iiberein).
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8 Iterationsverfahren zur Losung
grofler linearer Gleichungssysteme,
einige weitere Verfahren

8.0 Einleitung

Viele praktische Probleme fithren zu der Aufgabe, sehr grofle lineare Glei-
chungssyteme AXx = b zu 16sen, bei denen gliicklicherweise die Matrix
A nur schwach besetzt ist, d. h. nur relativ wenige nicht verschwindende
Komponenten besitzt. Solche Gleichungssysteme erhédlt man z. B. bei der
Anwendung von Differenzenverfahren oder finite-element Methoden zur
ndherungsweisen Losung von Randwertaufgaben bei partiellen Differenti-
algleichungen. Die iiblichen Eliminationsverfahren [s. Kapitel 4] kénnen
hier nicht ohne weiteres zur Losung verwandt werden, weil sie ohne be-
sondere Mafinahmen gewdhnlich zur Bildung von mehr oder weniger voll
besetzten Zwischenmatrizen fithren und deshalb die Zahl der zur Lésung er-
forderlichen Rechenoperationen auch fiir die heutigen Rechner zu grof3 wird,
abgesehen davon, daf3 die Zwischenmatrizen nicht mehr in die iiblicherweise
verfiigbaren Maschinenspeicher passen.

Aus diesen Griinden hat man schon friih lterationsverfahren zur Losung
solcher Gleichungssysteme herangezogen. Bei diesen Verfahren wird aus-
gehend von einem Startvektor X¥ eine Folge von Vektoren

O _y x5 @

erzeugt, die gegen die gesuchte Losung X konvergiert. Allen diesen Ver-
fahren ist gemeinsam, daB der einzelne Iterationsschritt X — x(+1 einen
Rechenaufwand erfordert, der vergleichbar ist mit der Multiplikation von
A mit einem Vektor, d.h. einen sehr geringen Aufwand, wenn A schwach
besetzt ist. Aus diesem Grunde kann man mit noch ertraglichem Rechen-
aufwand relativ viele Iterationsschritte ausfithren. Dies ist schon deshalb
ndtig, weil diese Verfahren nur linear und zwar gewohnlich auch noch sehr
langsam konvergieren. Dies zeigt aber auch, daf} diese Verfahren den Eli-
minationsverfahren in der Regel unterlegen sind, wenn A eine kleine Matrix
(eine 100 x 100-Matrix ist in diesem Sinne noch klein) oder nicht schwach
besetzt ist.
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Aus diesem allgemeinen Rahmen fallen lediglich die sog. Nachitera-
tion [s. (8.1.9)—(8.1.11)] und die sog. Krylovraum-Methoden [s. Abschnitt
8.7]. Die Nachiteration wird verhiltnismaBig oft angewandt und dient dazu,
die Genauigkeit einer von einem Eliminationsverfahren gelieferten, durch
Rundungsfehler verfalschten Niherungslosung X eines Gleichungssystems
iterativ zu verbessern.

Auf Krylovraum-Methoden treffen die oben angegebenen allgemeinen
Charakteristika iterativer Verfahren zu mit der einen Ausnahme, daf3 diese
Verfahren bei exakter Rechnung nach endlich vielen Schritten mit der ex-
akten Losung X abbrechen: Sie liefern Iterierte Xy, die die Losung des
Gleichungssystems unter allen Vektoren in Krylovrdumen der Dimension
k die gesuchte Losung des Gleichungssystems optimal approximieren. Wir
beschreiben drei Verfahren dieses Typs, das klassische cg-Verfahren von
Hestenes und Stiefel (1952) zur Lsung von linearen Gleichungen Ax = b
mit positiv definitem A [s. Abschnitt 8.7.1], sowie flir Systeme mit be-
liebigem nichtsinguldrem A das GMRES-Verfahren von Saad und Schultz
(1986) [s. Abschnitt 8.7.2], eine einfache Form des QMR-Verfahrens von
Freund und Nachtigal [s. Abschnitt 8.7.3] und das Bi-CGSTAB-Verfahren
von van der Vorst (1991) in Abschnitt 8.7.4. Alle diese Verfahren haben
den Vorteil, daB sie anders als viele eigentliche Iterationsverfahren nicht
von weiteren Parametern abhédngen, deren optimale Wahl hiufig schwierig
ist. Beziiglich der Anwendbarkeit der Krylovraummethoden gelten jedoch
dieselben Bemerkungen wie fiir die echten iterativen Verfahren. Aus diesem
Grund werden diese Verfahren in diesem Kapitel behandelt.

Eine detaillierte Behandlung von Iterationsverfahren findet man in der
Neuauflage des Buches von Varga (2000), sowie bei Young (1971) und
Axelsson (1994), sowie von Krylovraummethoden in Saad (1996).

Zur Losung der sehr speziellen groBen Gleichungssysteme, die man
bei der Losung des sog. Modellproblems (das Poisson-Problem auf dem
Einheitsquadrat) gibt es einige direkte Verfahren, die die Losung in endlich
vielen Schritten liefern und den Iterationsverfahren iiberlegen sind: Eines der
ersten dieser Verfahren, der Algorithmus von Buneman, wird in Abschnitt
8.8 beschrieben.

Zur iterativen Losung der sehr grofen Gleichungssysteme, die bei
der Anwendung von Finite-Element-Techniken auf allgemeine Randwert-
probleme fiir partielle Differentialgleichungen enstehen, benutzt man seit
einigen Jahren mit grotem Erfolg Mehrgitterverfahren. Wir erldutern in
Abschnitt 8.9 nur das Prinzip dieser Verfahren anhand eines Randwertpro-
blems fiir gewdhnliche Differentialgleichungen. Fiir eine eingehende Be-
handlung dieser wichtigen Verfahren, die eng mit der Numerik von partiel-
len Differentialgleichungen verkniipft sind, miissen wir auf die einschldgige
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Literatur verweisen, z.B. Hackbusch (1985), Braess (1997), Bramble (1993),
Quarteroni und Valli (1997).

Es sei ferner darauf hingewiesen, dafl eine Anzahl von Techniken
entwickelt worden sind, um auch groBe Gleichungssysteme AX = b mit
schwach besetztem A nichtiterativ mit Hilfe von Eliminationsverfahren zu
16sen: Diese Techniken beschéftigen sich mit der zweckmaBigen Speiche-
rung solcher Matrizen und der Wahl einer geeigneten Folge von Pivots,
damit die im Laufe des Eliminationsverfahrens entstehenden Zwischenma-
trizen moglichst schwach besetzt bleiben. Einfache Verfahren dieses Typs
wurden bereits in Abschnitt 4.6 beschrieben. Fiir die linearen Gleichungssy-
steme, die bei der Anwendung von Finite-Element-Methoden auf partielle
Differentialgleichungen entstehen, hat sich insbesondere ein Verfahren von
George (1973) bewdhrt. Fiir eine eingehende Behandlung dieser Methoden
miissen wir aber auf die Spezialliteratur verweisen.

8.1 Allgemeine Ansitze
fiir die Gewinnung von Iterationsverfahren

Gegeben sei eine nichtsinguldre N x N-Matrix A und ein lineares Gleichungs-
system

8.1.1) Ax =b

mit der exakten Losung X := A~'b. Wir betrachten Iterationsverfahren der
Form [vgl. Kapitel 5]

(8.1.2) x1+D = @ (xM), i=01,....

Mit Hilfe einer beliebigen nichtsinguldren n x n-Matrix B erhdlt man solche
Iterationsvorschriften aus der Gleichung

Bx + (A— B)x = b,
indem man setzt
(8.1.3) Bx"* + (A—B)x" =b,
oder nach x(*+D aufgeldst,
8.1.4)  x0tD =x® _ B 1(AXD —p) = (I — B~'AXD + B~ 'b.

In dieser Allgemeinheit wurden solche Iterationsverfahren zuerst von Witt-
meyer betrachtet.
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Man beachte, dal (8.1.4) mit folgender speziellen Vektoriteration
[s. 6.6.3] identisch ist

=] -
. =W| |, W= ,
X+ x® Blb | | —B'A

wobei die n + 1-reihige Matrix W zum Eigenwert Ap := 1 den Links-

eigenvektor [1, 0] und den Rechtseigenvektor [)1(], X := A~!D, besitzt. Nach

den Ergebnissen von Abschnitt (6.6.3) wird die Folge [ ¢,] dann gegen [!]

konvergieren, wenn Ay = 1 einfacher betragsdominanter Eigenwert von W
ist, d. h. wenn

A =1> A1 = - = [An]

die {ibrigen Eigenwerte A;, ..., An von W (dies sind die Eigenwerte von
(I — B7'A)) dem Betrage nach kleiner als 1 sind.

Jede Wahl einer nichtsinguldren Matrix B fiihrt zu einem mdglichen
Iterationsverfahren (8.1.4). Es wird umso brauchbarer sein, je besser B die
folgenden Bedingungen erfiillt:

a) Das Gleichungssystem (8.1.3) ist leicht nach x4+ auflosbar,
b) die Eigenwerte von | — B~! A sollen mdglichst kleine Betriige haben.

Letzteres wird umso eher der Fall sein, je besser B mit A {iberein-
stimmt. Diese Optimalitéts- und Konvergenzfragen sollen in den néchsten
Abschnitten untersucht werden. Hier wollen wir nur noch einige wichtige
spezielle Iterationsverfahren (8.1.3) angeben, die sich durch die Wahl von
B unterscheiden. Dazu fiihren wir folgende Standardzerlegung von A

(8.1.5) A=D-E-F
ein mit
ap O_
D= ) ,
0 nn
0 0 [0 an ain
a 0
E__ b1  F—_ 0 ’
Lo . . @n—1,n
Ay - anp-1 0 K 0

und den Abkiirzungen, falls &; # 0 furi =1,2, ..., n:
8.1.6) L:=D7'E, U:=D7'F, J:=L+4+U, H:=1-L)"'U.
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1. Im Gesamtschrittverfahren oder Jacobi-Verfahren wird
(8.1.7) B:=D, | -B'A=],

gewdhlt. Man erhdlt so fiir (8.1.3) die Iterationsvorschrift

1 i . .
ajj J('H—l—Za,-ka):bj, i=1,2,...,n, i=0,1,...,
k]
wobei x =[x, ... x®7T.

2. Im Einzelschrittverfahren oder Gauf3-Seidel-Verfahren wird gewahlt
(8.1.8) B:=D-E, |I-B'A=({-L)"'U=H.
Man erhélt so fiir (8.1.3)

Zal 1D 4 g X('+1)+Zajkx(') by.
k<j k>j

j=l,2,...,n, IZO,l,

3. Das Verfahren der Nachiteration ist ein besonderer Spezialfall. Hier
wird folgende Situation vorausgesetzt. Als Resultat eines Eliminationsver-
fahrens zur Losung von AX = b erhdlt man infolge von Rundungsfeh-
lern eine (i.a.) gute Niherungslosung x© fiir die exakte Losung X und
eine untere bzw. obere Dreiecksmatrix L, R mit L - R &~ A [s. 4.5]. Die
Niherungslésung X® kann man dann anschlieBend iterativ mittels eines
Verfahrens der Form (8.1.3) verbessern, indem man wéhlt

B:=L-R
(8.1.3) ist dann dquivalent mit
(8.1.9) B(x(HD —x0) =r®
mit dem Residuum
r@.=p— Ax®.
Es folgt aus (8.1.9)
(8.1.10) x0+D = x® 4 y®, u® = RILr O,

Man beachte, daB man u® durch Auflosung der gestaffelten Gleichungs-
systeme

(8.1.11) Lz=r® Ru® =gz



274 8 Iterationsverfahren fiir grofle lineare Gleichungssysteme

einfach berechnen kann. Im allgemeinen (falls A nicht zu schlecht kondi-
tioniert ist) konvergiert das Verfahren auBerordentlich rasch. Bereits x(V
oder x® stimmen mit der exakten Ldsung X bis auf Maschinengenau-
igkeit iiberein. Da aus diesem Grunde bei der Berechnung der Residuen
r® = b — Ax® sehr starke Ausloschung auftritt, ist es fiir das Funktionie-
ren des Verfahrens duBerst wichtig, da die Berechnung von r O in doppelter
Genauigkeit ausgefiihrt wird. Fiir die anschlieBende Berechnung von z, u®
und x0+D = x® 4 u® aus (8.1.11) und (8.1.10) ist dagegen keine doppelt
genaue Arithmetik nétig.

Programme und Rechenbeispiele fiir die Nachiteration findet man in
Wilkinson, Reinsch (1971) bzw. Forsythe, Moler (1967).

8.2 Konvergenzsiitze

Die Iterationsverfahren (8.1.3), (8.1.4) liefern zu jedem Startvektor X eine
Folge {x(i)}izo, 1... von Vektoren. Wir nennen nun das betreffende Verfahren
konvergent, falls fiir alle Startvektoren X diese Folge {x"}i_o. ... gegen
die exakte Losung X = A~'b konvergiert. Mit p(C) bezeichnen wir im
folgenden wieder den Spektralradius [s. 6.9] einer Matrix C. Damit konnen
wir folgendes Konvergenzkriterium angeben:

(8.2.1) Satz: 1) Das Verfahren (8.1.3) ist genau dann konvergent, wenn
o(l =B7'A) < 1.

2) Hinreichend fiir die Konvergenz von (8.1.3) ist die Bedingung
lub(l —B7'A) < 1.

Dabei kann lub(-) beziiglich jeder Norm genommen werden.

Beweis: 1) Fiir den Fehler f; := x® — x folgt aus

x0+tD = (1 — B~ 'A)x" + B~ b,
x=(—-B"'Ax+B'b

durch Subtraktion sofort die Rekursionsformel
fiii=(-B'Af
oder

(8.2.2) fi=( —B'A) f, i=0,1,....
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a) Sei nun (8.1.3) konvergent. Dann gilt lim;_, , fj = 0 fur alle f,. Wahlt

man speziell fy als Eigenvektor zum Eigenwert A von | — B~'A, so folgt
aus (8.2.2)
(8.2.3) fi=2Af

und daher |A| < 1 wegen limj_ o, fi = 0. Also ist p(I — B™'A) < 1.

b) Ist umgekehrt p(I — B~'A) < 1, so folgt aus Satz (6.9.2) sofort
limj 0o (I — B™'A)' = 0 und daher lim;_, o fi = O fiir alle f,.

2) Fiir beliebige Normen gilt [s. 6.9.1] p(I — B~'A) < lub(l — B™'A).
Damit ist der Satz bewiesen. |

Dieser Satz legt die Vermutung nahe, dafl die Konvergenzgeschwin-
digkeit umso groBer ist, je kleiner p(I — B~ A) ist. Diese Aussage kann
man prézisieren.

(8.2.4) Satz: Fiir das Verfahren (8.1.3) gilt

T i
(8.2.5) sup lim sup | u = p(l — B’IA)
fo0 isoo \ Il Toll

fiir die Fehler f; = x" — x. Dabei ist || - || eine beliebige Norm.

Beweis: Sei || - || eine beliebige Norm und lub(-) die zugehoérige Matrixnorm.
Mit k bezeichnen wir die linke Seite von (8.2.5). Man sieht sofort k >
p(I — B~'A), indem man fiir fy wie in (8.2.2), (8.2.3) die Eigenvektoren
von (I —B~!A) wiihlt. Sei nun & > 0 beliebig. Dann gibt es nach Satz (6.9.2)
eine Vektornorm N(-), so daf fiir die zugehorige Matrixnorm luby (+) gilt

lubn(I = B7'A) < p(I = B7'A) +&.

Nach Satz (4.4.6) sind alle Normen auf dem C" &dquivalent, es gibt also
Konstanten m, M > 0 mit

m{[x]| = N(x) = M [|x]|.

Ist nun fy # 0 beliebig, so folgt aus diesen Ungleichungen und (8.2.2)

=Nty = LN —B Ay
Iill < —N(f) = —N(( - B'A) o)

IA

%[lubN(l —B'A)]'N(f)

IA

M i
E(p(' —B'A) +e) | fol
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I  ael M
Wg[p(l B A)+e]\/;.

Wegen limj_, o, «/M/m =1 erhilt mank < p(I =B~ 'A)4+ecund, dae > 0
beliebig ist, k < p(I — B! A). Damit ist der Satz bewiesen. O

oder

Wir wollen diese Resultate zunichst auf das Gesamtschrittverfahren
(8.1.7) anwenden. Wir benutzen dabei die im letzten Abschnitt einge-
filhrten Bezeichnungen (8.1.5)—(8.1.8). Beziiglich der Maximumnorm gilt
lubso (C) = max; Y, |Cikl, so dal

1
luboe (I = B™'A) = lubsg (J) = max — » " |ai.

P& ket
Falls nun |g;j| > Zk;éi |ajk| fur alle i, dann folgt sofort
Iubs(J) < 1.
So erhélt man aus (8.2.1) 2) sofort den ersten Teil von

(8.2.6) Satz: 1) (Starkes Zeilensummenkriterium) Das Gesamtschrittverfah-
ren ist konvergent fiir alle Matrizen A mit

(8.2.7) laii| > Z'a*“ fir i=1,2,...,n.
ki

2) (Starkes Spaltensummenkriterium) Das Gesamtschrittverfahren kon-
vergiert fiir alle Matrizen A mit

(8.2.8) lawd > > lawl fir k=1,2,....n.
ik

Beweis von 2): Ist (8.2.8) fiir A erfiillt, so gilt (8.2.7) fiir die Matrix AT.
Also konvergiert das Gesamtschrittverfahren fiir AT und es ist daher wegen
Satz (8.2.1)1) p(X) < I fiir X := | — D™'AT. Nun hat X die gleichen
Eigenwerte wie X' und wegen D™'XTD = | — D' A auch die gleichen
Eigenwerte wie | — D™'A. Also ist auch p(I — D7'A) < 1, d.h. das
Gesamtschrittverfahren ist fiir die Matrix A konvergent. O

Fiir unzerlegbare Matrizen A kann das starke Zeilen- (Spalten-) Sum-
menkriterium verfeinert werden. Dabei heiit A unzerlegbar (irreduzibel),
falls es keine Permutationsmatrix P gibt, so daB PT AP die Gestalt

Tap _ | Au 612
P AP_[ o A
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besitzt, wo A, eine px p-Matrix und A,, eine g x g-Matrix mit p4q = n,
p>0,qg>0 ist

Die Unzerlegbarkeit einer Matrix A kann man héufig leicht mit Hilfe
des der Matrix A zugeordneten (gerichteten) Graphen G(A) priifen. Wenn
A eine n x nN-Matrix ist, so besteht G(A) aus h Knoten Py, ..., P, und es
gibt eine gerichtete Kante P — P} in G(A) genau dann, wenn & # 0.

Beispiel:

0 /\
O , G(A) P;/QPZ P3
3.0 1 o O O

Man zeigt leicht, da3 A genau dann unzerlegbar ist, falls der Graph G(A)
in dem Sinne zusammenhdngend ist, da} es fiir jedes Knotenpaar (P, P))
in G(A) einen gerichteten Weg von P, nach P, gibt.

Fiir unzerlegbare Matrizen gilt:

(8.2.9) Satz: (Schwaches Zeilensummenkriterium) Falls A unzerlegbar ist
und

il = ) law| firalle i=12_..n,
k#i

aber |ai,| > Zk?ﬁio |ay,k| fiir mindestens ein i gilt, dann konvergiert das
Gesamtschrittverfahren.

Analog gilt natiirlich auch ein schwaches Spaltensummenkriterium fiir
unzerlegbares A.

Beweis: Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt wie beim Beweis von
(8.2.6) 1) fiir das Gesamtschrittverfahren

lubso (I — B™'A) = lubs(J) < 1,
und daraus
(8.2.10) IJle<e, |Jlee, e:=(1,1,....,DO".

(Betragsstriche |-| und Ungleichungen fiir Vektoren oder Matrizen sind stets
komponentenweise zu verstehen.)
Nun ist mit A auch die Matrix J unzerlegbar. Um den Satz zu beweisen,
geniigt es, die Ungleichung
J"e<e

zu zeigen, denn daraus folgt sofort
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p(D" = pI") < lubse(I™) =< lubsg(1J]") < 1.
Nun ist wegen (8.2.10) und |J| > 0
|J%e < |J|e; e

und allgemein . A
J*le<Jle<---

Haia
o

d. h. fiir die Vektoren t© := e — |J|'e gilt

(8.2.11) 0;t<‘> <t®<....

Wir zeigen, daB die Zahl 7; der von 0 verschiedenen Komponenten von t(
mit i streng monoton wichst, 0 < 7; < 1, < - -, solange 7; < n. Wire dies

nicht der Fall, $0 hitte man wegen (8.2.11) ein erstes i > 1 mit 5j = 7.
O.B.d.A. habe t® die Gestalt

t® = [g‘i| mit einem Vektor a > 0, acRP, p>o0.
Wegen (8.2.11) und 7 = 7i4; hat dann auch t@*" die Form
t0+h — [g} mit einem Vektor b > 0, b € RP.
Partitioniert man |J| entsprechend

|J|=|:|J11| |J12|j|, |Ji1| eine p x p-Matrix,
[J21] [ 2]

so folgt
|:b:| =t(i+l) —e— |J|i+1e2 |J|e— |J|i+1e

0
i Jul el || a
— 13t = [J11 .
I [um 1251 | | 0
Wegen a > 0 ist dies nur moglich, falls J,; = 0, d. h. falls J zerlegbar ist.

Also gilt 0 < 7; < 75 < --- und damit t™ = e — |J|"e > 0. Damit ist der
Satz bewiesen. m]

Die Bedingungen der Sitze (8.2.6) und (8.2.9) sind auch hinreichend
fiir die Konvergenz des Einzelschrittverfahrens. Wir zeigen dies nur fiir das
starke Zeilensummenkriterium. Es gilt sogar etwas schérfer

(8.2.12) Satz: Falls
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lai| > Z'a“d firalle i=1,2,...,n,

Ke£i
dann ist das Einzelschrittverfahren konvergent und es gilt [s. (8.1.6)]

Iubyo(H) < luby(J) < 1.
Beweis: Sei ky := lubso(H), k3 := luby(J). Wie schon ofters ausgenutzt,
folgt aus der Voraussetzung des Satzes

[Jle<kie<e, e=(1,....,DH7,

fiir die Matrix J = L +U. Wegen |J| = |L| 4 |U| schlieBBt man daraus
(8.2.13) lUle < (k31 —|L]e.

Nun sind L und |L| untere Dreiecksmatrizen mit verschwindender Diago-
nale. Fiir solche Matrizen bestétigt man leicht

L"=|L"=0,
so daB (I — L)' und (I —|L|)~" existieren und gilt
0<|( =L Y=l +L4---+L"
ST+l +- 4L = = Lp.

Durch Multiplikation von (8.2.13) mit der nichtnegativen Matrix (I —|L|)~!
erhilt man wegen H = (I — L)~'U

IHle< (I —[LD "Ule< (I —ILD7'(I = L] + (k3 — DD)e
= (I + @&y =D = LD He.

Nun ist (I — L)™' > | und «3 < 1, also kann die Ungleichungskette
fortgesetzt werden

IHle< (I + (k3 —Dl)e=«k;e.

Das heif3t aber
Ky = luby (H) = lubs (|H]) < k3

was zu zeigen war. O

Da luby(H) > p(H), lubs(J) > p(J) sind, legt dieser Satz die Ver-
mutung nahe, dafl unter den Voraussetzungen des Satzes auch p(H) <
p(J) < 1 gilt, d. h., daB in Anbetracht von Satz (8.2.4) das Einzelschrittver-
fahren mindestens ebenso schnell wie das Gesamtschrittverfahren konver-
giert. Dies ist jedoch, wie Beispiele zeigen, nicht allgemein richtig, sondern
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nur unter weiteren Voraussetzungen iiber A. So gilt z. B. der folgende Satz,
der ohne Beweis angefiihrt sei [fiir einen Beweis s. Varga (1962)].

(8.2.14) Satz (Stein und Rosenberg): Ist die Matrix J = L + U > 0 nicht-
negativ, so gilt fiir J und H = (I — L)~'U genau eine der folgenden
Beziehungen

1) p(H)=pJ) =0,
2) 0<p(H) <p) <1,
3) p(H)=pJ) =1,
4) p(H) > pJ) > 1.

Die Voraussetzung J > 0 ist insbesondere dann erfiillt [s. (8.1.5),
(8.1.6)], wenn die Matrix A positive Diagonalelemente und nichtpositive
Nichtdiagonalememente besitzt: &; > 0, ax < 0 fir i # k. Da diese
Bedingung bei vielen linearen Gleichungssystemen zutrifft, die man durch
Differenzenndherungen von linearen Differentialoperatoren erhilt [vgl. z. B.
Abschnitt 8.4], so gibt dieser Satz die fiir viele praktische Fille wich-
tige Auskunft, dal das Einzelschrittverfahren [abgesehen vom Spezialfall
1) des letzten Satzes] besser als das Gesamtschrittverfahren konvergiert,
wenn liberhaupt eines der beiden Verfahren konvergiert.

8.3 Relaxationsverfahren

Die Ergebnisse des letzten Abschnitts legen es nahe, nach einfachen Matri-
zen B zu suchen, fiir die das zugehorige Iterationsverfahren (8.1.3) evtl. noch
besser als das Einzelschrittverfahren konvergiert, p(I — B~'A) < p(H).
Man kann sogar Klassen geeigneter, von einem Parameter w abhidngiger
Matrizen B(w) betrachten und versuchen, den Parameter w ,,optimal“ zu
wihlen, d.h. so, daB p(I — B(w)~'A) als Funktion von v mdglichst klein
wird. Bei den Relaxationsverfahren wird die folgende Klasse von Matrizen
B(w) studiert:

(8.3.1) B(w) = iD(I —ol).

Dabei benutzen wir wieder die Bezeichnungen (8.1.5), (8.1.6). Auf diesen
Ansatz kommt man durch folgende Uberlegung.

Wir nehmen an, da man von der (i 4+ 1)-ten Niherung x(+1 schon die
Komponenten XSH), k=1,2,...,j—1, kennt. Ahnlich dem Einzelschritt-

verfahren (8.1.8) definiert man dann eine Hilfsgrofie )?j(iﬂ) durch
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(8 3. 2)
K = =S ot =Y g’ +b. 1<js<n ix0,
k<j k>j
und bestimmt X( *1 dann durch eine Mittelbildung zwischen X( und X('+1)

der Form
833) X"V i=—ox” +ox =x" + o —xV).

Man nennt w den Relaxationsparameter und spricht von Uberrelaxation
(Unterrelaxation), falls w > 1 (w < 1) gewahlt wird. Fiir w = 1 erhidlt man
genau das Einzelschrittverfahren zuriick.

Eliminiert man die HilfsgroBe X\ ™ aus (8.3.3) mittels (8.3.2), so erhilt
man fir j =1,2,...,nundi >0

x| = gx" +a)|: > apxd TV —ax” =Y aual’ + bj}.
k<j k> j
In Matrix-Schreibweise ist dies dquivalent mit
B(o)x"*) = (B(w) — A)xV + b,
wobei B(w) durch (8.3.1) definiert ist und
1
B(w) — A= —D((1 — )| +wU).
w
Fiir diese Methode ist also die Konvergenzgeschwindigkeit durch den Spek-
tralradius p(H (w)) der Matrix
(8.3.4) H@):=1-B@ 'A=( —olL)'[(1 —w)| +wU]

bestimmt.

Wir wollen zunéchst, zum Teil ohne Beweis, einige qualitative Resultate
iiber p(H (w)) mitteilen. Der folgende Satz zeigt, da3 bei Relaxationsver-
fahren bestenfalls Parameter w mit 0 < w < 2 zu konvergenten Verfahren
fiihren:

(8.3.5) Satz (Kahan): Fiir beliebige Matrizen A gilt
p(H@) > o — 1]
fiir alle w.

Beweis: | —wL ist eine untere Dreiecksmatrix mit 1 als Diagonalelementen,
also ist det(I — wL) = 1 fiir alle w. Es folgt fir das charakteristische
Polynom ¢(.) von H(w)
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o)) = det(kl — H(a))) = det((l —owb)(Al — H(a))))
= det((k +w-—1DI —wlL — wU).

Der konstante Term ¢(0) von ¢(.) ist bis auf ein Vorzeichen gleich dem
Produkt der Eigenwerte A (H (w)) von H(w):

—D"[T4 (H@) = ¢(0) = det((@ — DI —0U) = (@ - D"

i=1
Es folgt sofort p(H(w)) = max; [Aj (H(w))| > |ow — 1]. O

Fiir Matrizen A mit L > 0, U > 0 148t nur die Uberrelaxation bessere
Konvergenzgeschwindigkeiten als das Einzelschrittverfahren erwarten:

(8.3.6) Satz: Ist die Matrix A unzerlegbar, gilt J = L +U > 0 und ist das
Gesamtschrittverfahren konvergent, p(J) < 1, so ist die Funktion p(H (»))
fiir ein @ > 1 im Intervall 0 < w < ® streng monoton fallend.

Fiir einen Beweis siche Varga (1962) sowie Householder (1964).
Weiter 146t sich zeigen:

(8.3.7) Satz (Ostrowski, Reich): Fiir positiv definite Matrizen A gilt
p(H(a))) <1 firalle 0<w<?2.

Insbesondere konvergiert das Einzelschrittverfahren (0 = 1) fiir positiv
definite Matrizen.

Beweis: Sei 0 < @ < 2 und A positiv definit. Dann ist F = EM in der
Zerlegung (8.1.5) A= D — E — F von A= A" Fiir die Matrix B = B(w)
(8.3.1) gilt B=(1/w)D — E und die Matrix

1 1
B+BH—A=;D—E+;D—F—(D—E—F)

-z

ist positiv definit, da die Diagonalelemente der positiv definiten Matrix A
positiv sind [Satz (4.3.2)] und weil (2/w) — 1 > 0.

Wir zeigen zunidchst, daB die Eigenwerte A von A~'(2B — A) alle im
Inneren der rechten Halbebene liegen, Re A > 0. Ist ndmlich x Eigenvektor
zu A7'(2B — A) so gilt

A7'(2B — A)X = AX,
x" 2B - Ax = ax" Ax.
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Durch Ubergang zum Hermitesch Konjugierten der letzen Gleichung erhalt
man wegen A = AH

xH@eB" — Ay = ax" Ax.
Durch Addition folgt
xH(B + B" — A)x = Re 1 x" Ax.

Nun sind aber A und (B + BY — A) positiv definit und daher Re A > 0. Fiir
die Matrix Q := A~'2B — A) =2A"'B — | ist
Q-HQ+1"'=1-B'A=H(w).

[Man beachte, daB B eine nichtsingulire Dreiecksmatrix ist, also B~! und
damit (Q + 1)~! existieren.] Ist u Eigenwert von H (w) und z zugehdriger
Eigenvektor, so folgt aus

(Q-HEQ+ I)7IZ= H(w)z = uz
fiir den Vektor y := (Q+ 1)71z#0
Q-Dy=n@Q+ 1y
I =wQy =1+ pwy.

Wegen y # 0 muB3 i # 1 sein und man erhilt schlieBlich

I+p

Qy= l—y’
—

dh A= (14 w)/(1 — p) ist Eigenwert von Q = A~!(2B — A). Hieraus
erhilt man = (A — 1)/(A + 1) und deshalb fiir |u|*> = uit

P A]>4+ 1 —2Rex

© AP +142Rer’
Wegen Rel > 0 fir 0 < w < 2 folgt so schlieBlich |u| < 1, d.h.
p(H(a))) < 1. O

Fiir eine wichtige Klasse von Matrizen lassen sich die mehr qualitativen
Aussagen der Sitze (8.3.5)—(8.3.7) erheblich verschirfen. Es ist dies die von
Young eingefiihrte Klasse der Matrizen mit ,,property A [s. z.B. Young
(1971)], bzw. ihre erhebliche von Varga (1962) stammende Verallgemeine-
rung, die Klasse der konsistent geordneten Matrizen [(s. (8.3.10)]:

(8.3.8) Def: Die Matrix A besitzt die ,,property A*, wenn es eine Permuta-
tionsmatrix P gibt, so daf3 PAPT die Gestalt
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PAPT = |: I\E;II I\éh i| , D, D, Diagonalmatrizen.
2 2
besitzt.

Die wichtigste Eigenschaft der Matrizen mit ,,property A“ gibt der
folgende Satz an:

(8.3.9) Satz: Zu jeder n x n-Matrix A mit ,property A" und &; # O,
i =1, ..., n, gibt es eine Permutationsmatrix P, so daf fiir die Zerlegung
(8.1.5), (8.1.6) A= D(I — L —U) der permutierten Matrix A := P APT
gilt: Die Eigenwerte der Matrizen

J(a) =l +o"'U, aeC, a#0,
sind von o unabhdngig.
Beweis: Nach Def. (8.3.8) gibt es eine Permutation P, so daf3

D; M
M, D,

_[Di o 0 0 0 Di'Mm,
= , L:— —1 N U = — .
0 D, D;'M; 0 0 0

Dabei sind D;, D, nichtsinguldre Diagonalmatrizen. Nun ist fir « # 0

J(ot)=—[ 0 “IDI_IM‘}=—51[ ! Dl_l'\"l}s;1

PAPT=|: }:D(I—L—U),

aD;'M, 0 D;'M, 0
= -%J(S'
mit der nichtsinguldren Diagonalmatrix
S = |:|1 0 :| , I1, I, Einheitsmatrizen.
0 «al,

Die Matrizen J(«) und J(1) sind also dhnlich und haben deshalb die glei-
chen Eigenwerte. O

Matrizen A, die bzgl. der Zerlegung (8.1.5), (8.1.6) A= D(l — L —-U)
die Eigenschaft haben, daf3 die Eigenwerte der Matrizen

J(@) =aL +a”'U
fiir @ # 0 von « unabhéngig sind, heilen nach Varga (1962)

(8.3.10) konsistent geordnet.
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Satz (8.3.9) besagt, dal sich Matrizen mit ,,property A konsistent ordnen
lassen, d. h. die Zeilen und Spalten von A lassen sich mit Hilfe einer Permu-
tation P so umordnen, daB eine konsistent geordnete (8.3.10) Matrix PAPT
entsteht.

Konsistent geordnete Matrizen A miissen aber durchaus nicht die Gestalt

— Dl M1 ) ‘
A= [Mz Dz} ’ D;, D, Diagonalmatrizen,

besitzen. Dies zeigt das wichtige Beispiel der Blocktridiagonalmatrizen A,
die die Form
D An
A= Ao1 Dy E , D; Diagonalmatrizen,
: .. An-1.N
AN N-1 Dn

haben. Falls alle D; nichtsingulér sind, gilt fiir die Matrizen

0 Ol_l D1_1A12

aDy'Ay 0

J(a@) = —

a'DyL AN

aDNlAN,Nfl 0
die Beziehung
I
1 Ol|2
J@) =3I, &= _ ;
’ aN-11

also ist A konsistent geordnet. Blocktridiagonalmatrizen haben auch die
»property A“. Wir zeigen dies nur fiir die spezielle 3 x 3-Matrix

1 b O
Az[a 1 d].
0 c 1

Fir sie gilt ndmlich
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1 a d 0
PAPT = b 10 fir P:=]1
0

[
—_ o O

c 0 1

Im allgemeinen Fall geht man analog vor.
Es gibt jedoch konsistent geordnete (8.3.10) Matrizen, die nicht die
»property A“ besitzen. Dies zeigt das Beispiel

1 0 0
A:=|:1 1 0:|.
1 1 1

Fiir unzerlegbare n x n-Matrizen A mit nichtverschwindenden Diagonalele-
menten &; # 0, und der Zerlegung A = D(l —L —U) 1Bt sich haufig leicht
mit Hilfe des Graphen G(J), der der Matrix J = L 4+ U zugeordnet ist,
entscheiden, ob A die ,,property A“ besitzt oder nicht. Dazu betrachte man
die Langen sl('), Sﬁ'), ...aller geschlossenen gerichteten Wege (gerichtete
Zyklen)

R— R~ P R, =R

in G(J), die von P nach B fithren. Mit |; bezeichnen wir den gréfiten

gemeinsamen Teiler der s, s, ...

li = geT (s, s, ..)

und nennen den Graphen G(J) 2-zyklisch, falls|; =1, =--- =1, =2, und
schwach 2-zyklisch, falls alle |; gerade sind. Es gilt dann der folgende Satz,
den wir ohne Beweis angeben:

(8.3.11) Satz: Eine unzerlegbare Matrix A besitzt genau dann die ,, property
A, falls G(J) schwach 2-zyklisch ist.

Beispiel: Zur Matrix

4 -1 0 -1
—1 4 -1 0

A= 0 —1 4 -1
-1 0 -1 4
gehort die Matrix
01 0 1
3 1o 10
T 4001 01
1 01 0
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mit dem Graphen G(J)

G(J) ist zusammenhdngend, also ist J und damit auch A unzerlegbar [s.
8.2]. Da G(J) offensichtlich 2-zyklisch ist, besitzt A die ,,property A*.

Die Bedeutung der konsistent geordneten Matrizen [und damit wegen
(8.3.9) indirekt auch der Matrizen mit ,,property 4“] liegt darin, daB man
explizit angeben kann, wie die Eigenwerte u von J = L 4+ U mit den
Eigenwerten A = A(w) von H(w) = (I — L)™' ((1 — w)l + wU) zusam-
menhingen:

(8.3.12) Satz (Young, Varga): A sei eine konsistent geordnete Matrix
(8.3.10) und w # 0. Dann gilt:

a) Mit p ist auch —u Eigenwert von J = L + U.
b) Falls u Eigenwert von J ist, dann ist jedes ). mit

(8.3.13) r 4o —1)? =r0*u?

Eigenwert von H(w).
c) Falls . # 0 Eigenwert von H(w) ist und (8.3.13) gilt, dann ist n
Eigenwert von J.

Beweis: a) Da A konsistent geordnet ist, besitzt die Matrix J(—1) = —L —
U = —J die gleichen Eigenwerte wie J(1) =J =L 4+ U.
b) Wegen det(l — wlL) =1 fiir alle w ist
det(Al — H(w)) = det[ (I —wL)(Al — H(w))]
(8.3.14) = det[Al — 2oL — (1 — )] — U]
= det((k +w-—1DI —iolL — wU).
Sei nun p Eigenwert von J = L + U und A Ldsung von (8.3.13). Es folgt
A w—1=+iou oder A +w — 1 = —VAowpu. Wegen a) kdnnen wir o.
B. d. A.
A+ ow—1=vViou

annehmen. Fiir A = 0 folgt @ = 1, so dall wegen (8.3.14)
det(0~ | — H(l)) = det(—wU) =0,
d.h. A ist Eigenwert von H (w). Fiir A # 0 folgt aus (8.3.14)
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det(Al — H(w)) = det[(k fo—1l - «/Xw<ﬁL n %u)}

(8.3.15) = («/Xw)“det[m - («/XL + %u)]

= (V)" det(ul — (L +U)) =0,

da die Matrix J(v/A) = ~/AL + (1 /«/X)U die gleichen Eigenwerte wie
J = L +U besitzt und p Eigenwert von J ist. Also ist det(Al —H(w)) =0
und damit A Eigenwert von H(w).

¢) Sei nun umgekehrt A # 0 Eigenwert von H(w) und u eine Zahl mit
(8.3.13), d.h. mit A +w — 1 = £w~/Au. Wegen a) geniigt es zu zeigen, dah
die Zahl & mit A + @ — 1 = wv/Au Eigenwert von J ist. Dies folgt aber
sofort aus (8.3.15). o

Als Nebenresultat erhalten wir fiir v = 1:

(8.3.16) Korollar: A sei eine konsistent geordnete Matrix (8.3.10). Dann
gilt fiir die Matrix H = H(1) = (I — L)~'U des Einzelschrittverfahrens

p(H) = p(3)*.

Wegen Satz (8.2.4) bedeutet dies, daB man mit dem Gesamtschrittver-
fahren etwa doppelt so viele Iterationsschritte als mit dem Einzelschrittver-
fahren benétigt, um die gleiche Genauigkeit zu erreichen.

Wir wollen nun den optimalen Relaxationsparameter wy, der durch

,o(H (a)b)) = min,o(H ((w)) = min ,o(H (a)))
welR O<w<2
charakterisiert ist [s. Satz (8.3.5)], in einem wichtigen Spezialfall explizit
angeben.

(8.3.17) Satz (Young, Varga): A sei eine konsistent geordnete Matrix. Fer-
ner seien die Eigenwerte von J reell und es gelte p(J) < 1. Dann ist

2 ) ’
wp=————, p(Hp)=wp—1= (p—> .
1+1—p(2)? 1+1—p(2)?
Allgemein gilt
(8.3.18)
w—1 fiir wp < w < 2,
p(H(@)) =

1 — w0+ 1?1’ +opy/1 — o+ jo?u? fir0 <o < o,

wobei zur Abkiirzung u := p(J) gesetzt ist (s. Fig. 21).
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Fig. 21. Die Funktion p(H (w))

Man beachte, da8 der linksseitige Differentialquotient von p(H (w)) in
wp gleich ,,—oo* ist. Man sollte daher als Relaxationsparameter w lieber
eine etwas zu grofle als eine zu kleine Zahl wihlen, wenn man wy, nicht
genau kennt.

Beweis: Die Eigenwerte u; der Matrix J sind nach Voraussetzung reell und
es ist

—o(J) =ui <pd) <l

Bei festem @ € (0,2) [nach Satz (8.3.5) geniigt es, nur diesen Bereich
zu betrachten] gehoren zu jedem w; zwei Eigenwerte Ai(l)(w), Ai(z) (w) von
H (w), die man durch Auflésung der in A quadratischen Gleichung (8.3.13)
mit u = p;i erhilt. Geometrisch erhélt man Ai(l)(w), Ai(z) (w) als Abszissen
der Schnittpunkte der Geraden

A —1
g0 = 2Fe-b
w

mit der Parabel m; (1) := £+/Aui (s. Fig. 22).
Die Gerade g, hat die Steigung 1/w und geht durch den Punkt (1, 1).
Wenn die Gerade g, (1) die Parabel m;(1) nicht schneidet, sind Ai(l)(w),

Ai(z) (w) konjugiert komplexe Zahlen vom Betrag |w — 1|, wie man sofort
aus (8.3.13) findet. Offensichtlich ist

p(H (@) = max(|2" @), A7 @)]) = max(|2" ()], AZ@)]),

wobei A (w), @ (w) sich durch Schneiden von g, (1) mit m(L) := ++/Au
mit 4 = p(J) = max; |u;| ergibt. Durch Losung der quadratischen Glei-
chung (8.3.13) fiir u = p(J) nach A bestétigt man sofort (8.3.18) und damit
die tibrigen Behauptungen des Satzes. O
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AP

ST EEREREN
>
Ry
=
=
>

Fig. 22. Bestimmung von wp

8.4 Anwendungen auf Differenzenverfahren — ein Beispiel

Um ein Beispiel fiir die Anwendung der beschriebenen Iterationsverfahren
zu geben, betrachten wir das Dirichletsche Randwertproblem

—Uyx — Uyy = T(X, y), 0<x,y<l,
(8.4.1)

ux,y)=0 fir (x,y)edf2

fiir das Einheitsquadrat £2 := {(X,y) | 0 < X, Y < 1} € R? mit dem Rand
982 [vgl. Abschnitt 7.7]. (X, y) sei stetig auf 2 U 02. Da gewdhnlich die
verschiedenen Verfahren zur Losung von Randwertproblemen anhand die-
ses Problems verglichen werden, heif3t (8.4.1) auch das ,,Modellproblem*.
Um (8.4.1) mittels eines Differenzenverfahrens zu 16sen, ersetzt man, wie in
Abschnitt 7.4 fir Randwertprobleme bei gewohnlichen Diffentialgleichun-
gen beschrieben, den Differentialoperator durch einen Differenzenoperator.
Dazu iiberdeckt man £2 U 92 mit einem Gitter £21, U982y, der Maschenweite
h:=1/(N+ 1), N > 1 eine ganze Zahl:

2 = {(Xi,yj)“,j =l,2,...,N},
a82n == {(xi,O), i, 1), 0, y), L,y i, j=0,1,...,N+ 1},
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist [s. Fig. 23]:
Xi :=1ih, y; = jh, i,j=0,1,...,N+1.
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Yi

Yi

X1 Xi 1 X
Fig. 23. Diskretisierung von £2
Mit der weiteren Abkiirzung
Uij == u(xi, yj), i,j=01,...,N+1,
kann man den Differentialoperator
—Uxx — Uyy
fiir alle (X;, ¥j) € £2n bis auf einen Fehler zjj durch den Differenzenoperator

AUij —Uipj — Uiprj — Ui j—1 — Ui jo1

(8.4.2) 2
ersetzen. Die Unbekannten ujj, 1 <i, j < N (wegen der Randbedingungen
kennt man die Uj; = 0 fiir (X;, y;) € 0£2n), geniigen daher einem Glei-
chungssystem der Form
(8.4.3) 4Ujj — Ui—1,j — Uig1,j — Ui j—1 — Ui j41 = h? fij + hZ‘L'ij

(Xi, Yj) € §2n,
mit fj; := f(X,y;). Dabei hingen die Fehler 7;; natiirlich von der Ma-

schenweite h ab. Unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen fiir
die exakte Losung U kann man wie in Abschnitt 7.4 zeigen, daB 7j; = O(h?)
gilt. Fiir geniigend kleines h kann man daher erwarten, daf3 die Losung zj,
i,j=1,..., N des linearen Gleichungssystems

(84.4) 4zj—Z_1j—Zy1j—Zj1—Zj =hf i j=1... N,
Z0j =Zny1,j =Zo=ZNt1 =0 firi, j=0,1,...,N+1,
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das man durch Fortlassen des Fehlers 7j; aus (8.4.3) erhilt, niherungsweise
mit den Uj; iibereinstimmt. Zu jedem Gitterpunkt (X;, y;) von £y gehort
genau eine Komponente z;; der Losung von (8.4.4). Fait man die gesuchten
N2 Unbekannten z; und die rechten Seiten h?fij reihenweise (s. Fig. 22)
zu Vektoren zusammen

. T
Z'= (211’2217""ZN17212’"‘7ZN21“'7ZIN1""ZNN) ki
. 2 T
b'=h (fIIQ"" le""’ le""’ fNN) 9

so ist (8.4.4) mit einem linearen Gleichungssystem der Form

Az=Db
mit der N2-reihigen Matrix
4 —1 -1
-1 4 -. -1
S .
-1 4 -1
-1 4 —1
-1 -1 4 -
-1 -1 4
A=
-1
-1
-1
-1 4 —1
—1 -1 4 -.
e =1
-1 -1 4
A A 0
(8.4.5) _ | A A
AN-IN
0 Ann-t Ann

dquivalent. A ist auf natiirliche Weise in N-reihige Blocke Ajj partitioniert,
die von der Partitionierung der Punkte (X;, ¥j) von £2y in horizontale Reihen
X1, ¥)), (X2, Y)), ..., (XN, ¥j) induziert werden.
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Die Matrix A ist sehr schwach besetzt. Pro Zeile sind maximal fiinf Ele-
mente von Null verschieden. Deshalb bendtigt man fiir die Durchfithrung
eines Iterationschritts z1) — z0*D z B. des Gesamtschrittverfahrens (8.1.7)
oder des Einzelschrittverfahrens (8.1.8) nur etwa SN2 Operationen ( 1 Ope-
ration = 1 Multiplikation bzw. Division + 1 Addition). (Wire die Matrix
A voll besetzt, wiirde man dagegen N* Operationen pro Iterationsschritt
benétigen.) Man vergleiche diesen Aufwand mit dem eines endlichen Ver-
fahrens zur Losung von Az = b. Wiirde man etwa mit dem Cholesky-
Verfahren (weiter unten sehen wir, daB A positiv definit ist) eine Drei-
eckszerlegung von A = LLT berechnen, so wire L eine N?-reihige untere
Dreiecksmatrix der Form

———
N+1
Zur Berechnung von L bendtigt man ca. %N“ Operationen. Da z.B. das
Gesamtschrittverfahren ca. (N 4 1)? Iterationen (Uberrelaxationsverfahren:
N + 1 Iterationen) braucht [s. u. (8.4.9)], um ein 2 Dezimalstellen ge-
naues Resultat zu erhalten, wére das Cholesky-Verfahren weniger aufwen-
dig als das Gesamtschrittverfahren. Die Hauptschwierigkeit des Cholesky-
Verfahrens liegt jedoch darin, dal man bei den heutigen SpeichergréBen zur
Speicherung der ca. N3 nichtverschwindenden Elemente von L zu viel Platz
bendtigt. (Typische GroBenordnung fiir N: 50-100). Hier liegen die Vorziige
der Iterationsverfahren, fiir die nur man O(N?) Speicherplitze benétigt.
Zum Gesamtschrittverfahren gehort die Matrix

J=L+U=1dl -A).
Der zugehorige Graph G(J) (fir N = 3)

o

Pi3 P Ps3
N~ —

S~ —

L)L) [

'
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ist zusammenhéngend und 2-zyklisch. A ist daher unzerlegbar [s. 8.2] und
besitzt die ,,property A“ [Satz (8.3.11)]. Man iiberlegt sich leicht, dal A
auBerdem bereits konsistent geordnet ist.

Die Eigenwerte und Eigenvektoren von J = L 4+ U konnen explizit
angegeben werden. Man verifiziert durch Einsetzen sofort, dal fiir die N2
Vektoren

zZ%V. k1 =1,2,...,N,

mit den Komponenten

ki |77 .
(k,l) . .
Z:."’ = sin sin , 1 <i,] <N,
J N+l "N+1 )=
gilt
J7KD = kD gkD
mit

1 km 4
kh._ — 1 <k I <N.
w Z(COSN+1+COSN+1)’ <

J besitzt also die Eigenwerte ,u(k"), 1<k | <N.
Der Spektralradius von J ist daher

T
N+1°

(8.4.6) p(J) = max |M(k,l)| — cos
k.l

Zum Einzelschrittverfahren gehért die Matrix H = (I — L)~'U mit dem
Spektralradius [s. (8.3.16)]:

p(H) = p(3)* = cos’

b4
N+1
Nach Satz (8.3.17) ist der optimale Relaxationsfaktor wp und p(H (wp))
gegeben durch

2 2
a)bz = = .
— co<2 1 + sin
14+ /1 —cos N1 N+ 1
(8.4.7) -
cos? N1
p(H(wp)) = P 5
( +s1nN+1)

Die Zahl k = «(N) mit p(J)* = p(H(wp)) gibt an, wie viele Schritte
des Gesamtschrittverfahrens dieselbe Fehlerreduktion wie ein Schritt des
optimalen Relaxationsverfahrens liefern. Fiir sie gilt
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_ ln,o(H (wb))
~ Inp)
Nun ist fiir kleines z, In(1 + 2z) = z — z%/2 + O(Z?) und fiir groBes N

cos T 1 n’ + 0O !
N+1 2(N + 1)? N4 )’
so daf

2 1
np(d) = ‘m*o(m)'

Ebenso folgt

In p(H(wp)) = Z[Inp(J) — ln(l + sin NJ_T'_ 1)}
w2 T w2 1
24_MN+D2_N+1+ZW+JV+O<WQ]

2 1
= ol —
N+1+ (N3>’

so daB schlieBlich asymptotisch fiir groBes N gilt
4N+1)
JT 9

(8.4.8) Kk =k(N) =~

d. h. das optimale Relaxationsverfahren ist mehr als N mal so schnell als
das Gesamtschrittverfahren. Die Groflen

In(10) 5
Ry = — ~ 0.467(N + 1)2,
§ o) (N+1)
1
(8.4.9) RE:E&%QBMN+W,
In(10)
R, = ——F——~0367(N+1)
® ln,o(H(a)b))

geben die Zahl der Iterationen an, die man bei dem Jacobiverfahren, dem
GauB3-Seidel-Verfahren bzw. bei dem optimalen Relaxationsverfahren bend-
tigt, um den Fehler auf 1/10 seines urspriinglichen Wertes zu vermindern.

Wir geben schlielich eine Formel fiir die Kondition cond,(A) von A
beziiglich der euklidischen Norm an. Da J die Eigenwerte

1 k I
M(k’l) = — (COS i +COS T ), 1 S k9| E N’

2 N+1 N+1
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besitzt, folgt aus A =4(l — J) fiir die extremen Eigenwerte von A

711)‘

1>, )Lmin(A)=4<1—Cos -

b1
Amax(A) =4 (1
ax (A) (+cosN+

Man erhélt so fiir cond; (A) = Amax (A)/Amin(A) die Formel

T
COS2

4
(8.4.10) condy(A) = —NFL = N4 1y2 =
.2 T
Sin
N+ 1

7T2h2.

8.5 Block-Iterationsverfahren

Wie das Beispiel des letzten Abschnitts zeigt, haben die Matrizen A, die
man bei der Anwendung von Differenzenverfahren auf partielle Differenti-
algleichungen erhdlt, hiaufig eine natiirliche Blockstruktur,

An -+ AN

A= e

ANt o Ann
wobei die A;; quadratische Matrizen sind. Sind {iberdies die A;; alle nicht-
singuldr, so liegt es nahe, beziiglich der gegebenen Partition = von A Block-

Iterations-Verfahren auf folgende Weise einzufiihren: Analog zur Zerlegung
(8.1.5) von A definiert man beziiglich 7= die Zerlegung

A=D,-E,-F,, L,:=D;'E,, U,:=D;'F,

mit
(8.5.1)
Ay 0 0 0
A A
D, — 22 E - 21 ,
0 ANN Ani AN!,\Ll 0
0 Ap Ain
Fri=—
AN—1N
0 0

Man erhélt das Block-Gesamtschrittverfahren (Block-Jacobi-Verfahren) zur
Losung von AX = b, indem man in (8.1.3) analog zu (8.1.7) B := D,
wihlt. Man erhilt so die Iterationsvorschrift
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DX = b+ (E; + Fr)x?,
oder ausgeschrieben

852 ATV =b = > Aux. =12 N i=01,....
]

Dabei sind natiirlich die Vektoren x®, b #hnlich partitioniert wie A. In
jedem Schritt des Verfahrens X — x@+D miissen jetzt N lineare Glei-
chungssysteme der Form Ajjz =y, | =1, 2, ..., N aufgel6st werden.
Das geschieht dadurch, dafl man sich zunédchst mit den Methoden von Ab-
schnitt 4 eine Dreieckszerlegung (ggf. Cholesky-Zerlegung) Aj; = LR,
der Ajj verschafft und die Lésung von Ajjz =y auf die Losung von zwei
gestaffelten Gleichungssysteme reduziert,

Liu=y, Rz=u.

Fiir die Effektivitit des Verfahrens ist es wesentlich, da3 die A;; einfach
gebaute Matrizen sind, fiir die die Dreieckszerlegung leicht durchzufiihren
ist. Dies ist z. B. bei der Matrix A (8.4.5) des Modellproblems der Fall. Hier
sind die Ajj positiv definite N-reihige Tridiagonalmatrizen

4 -1 *

A — . . _ .
ji . Lj ,
-1 4 * %
deren Cholesky-Zerlegung sehr geringen Rechenaufwand (Operationszahl
proportional N) erfordert.
Fiir die Konvergenzgeschwindigkeit von (8.5.2) ist jetzt natiirlich der
Spektralradius p(J;) der Matrix

J,=1-B'A=L,+U,

bestimmend.
Ebenso kann man analog zu (8.1.8) Block-Einzelschrittverfahren (Block-
GauB-Seidel-Verfahren) definieren durch die Wahl

B:=D,—E,, H,:=(-B'A)=(—-Ly 'Uy,
oder explizit:
Ajjxj(iH) =b — Z AijS-H) - Z AijS),

k<j k> j
(8.5.3)
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Wiederum hat man in jedem Iterationsschritt N Gleichungssysteme mit den
kleineren Matrizen Ajj zu ldsen.

Wie in Abschnitt 8.3 kann man auch Block-Relaxationsverfahren ein-
fithren durch die Wahl B := B(w) = (1/w)D, (I —wL ) oder explizit [vgl.
(8.3.3)1:

(+D) . (gl+) ) ) P
X' = o ) +x", i=1,2,...,N,

wobei Xj(i+l) die Losung von (8.5.3) bezeichnet. Jetzt ist natiirlich
Hz (@) = (I = B@)'A) = (I —oL) '[(1 —w)| + U]

Man kann auch die Theorie der konsistent geordneten Matrizen von Ab-
schnitt 8.3 iibertragen, wenn man A als konsistent geordnet definiert, falls
die Eigenwerte der Matrizen

J. (@) =al, +a"'U,

von « unabhingig sind. Optimale Relaxationsparameter werden wie in Satz
(8.3.17) mit Hilfe von p(J;) bestimmt.

Man erwartet intuitiv, daB3 die Blockverfahren umso besser konvergie-
ren, je grober die zugehdrige Blockeinteilung w von A ist. Man kann dies
auch unter verhdltnismaBig allgemeinen Voraussetzungen fiir A beweisen
[s. Varga (1962)]. Fiir die grobste Partitionierung 7 von A in nur einen
Block ,.konvergiert das Iterationsverfahren z.B. nach nur einem Schritt.
Es ist dann mit direkten Verfahren dquivalent. Dieses Beispiel zeigt, dafl
beliebig grobe Partitionierungen nur theoretisch interessant sind. Die Re-
duktion der Zahl der nétigen Iterationen wird gewissermafllen durch den
groferen Rechenaufwand fiir die einzelnen Iterationsschritte kompensiert.
Man kann jedoch fiir die géingigen Partitionierungen zeigen, bei denen A
eine Block-Tridiagonalmatrix ist und die Diagonalblocke A;; gewdhnliche
Tridiagonalmatrizen sind [dies ist z. B. bei dem Modellproblem der Fall],
daB der Rechenaufwand der Block-Methoden gleich dem der gewdhnlichen
Methoden ist. In diesen Féllen bringen die Block-Methoden Vorteile. Fiir
das Modellproblem [s. 8.4] kann man beziiglich der in (8.4.5) angegebe-
nen Partitionierung wieder den Spektralradius p(J;) explizit angeben. Man

findet
T

N +

COoS

nl < p(J).

N +1
Fir die entsprechende optimale Block-Relaxationsmethode ist asymptotisch
fir N - oo

p(‘]n) =
2 — cos
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p(Hz(op)) = p(H(wp))* mit k= V2.

Die Zahl der Iterationen reduziert sich gegeniiber dem gewdhnlichen opti-
malen Relaxationsverfahren um den Faktor /2 [Beweis: s. Ubungsaufgabe
17].

8.6 Das ADI-Verfahren von Peaceman-Rachford

Noch schneller als die Relaxationsverfahren konvergieren die ADI-Verfahren
(alternating direction implicit iterative methods) zur iterativen Losung spe-
zieller linearer Gleichungssysteme, die man bei Differenzenverfahren erhélt.
Von den vielen Varianten dieses Verfahrens beschreiben wir hier nur das
historisch erste Verfahren dieses Typs, das von Peaceman und Rachford
stammt [s. Varga (1962) und Young (1971) fiir die Beschreibung weiterer
Varianten]. Wir wollen das Verfahren an dem Randwertproblem

_uXX(X’ y) - Uyy(X» y) + o U(Xv y) = f(X7 y) fur (X’ y) € [27

(8.6.1) __
ux,y) =0 fiir (x,y) €92, 2:={(x,y) 10 <x,y<1},

fiir das Einheitsquadrat erldutern, das wegen des Terms o U nur geringfiigig
allgemeiner als das Modellproblem (8.4.1) ist. Wir setzen im folgenden o
als konstant und nichtnegativ voraus. Mit Hilfe der gleichen Diskretisierung
und den gleichen Bezeichnungen wie in Abschnitt 8.4 erhilt man jetzt statt
(8.4.4) das lineare Gleichungssystem
(8.6.2)

42 —Z 1 j =241 — 21— Zjn +oh’zg=hf, 1<i,j <N,

Zoj =2Ing1,j =Zo=2ZN+1 =0, 0=<i,] <N+I,
fiir Ndherungswerte z; der Werte U;j; = U(X;, ¥j) der exakten Losung. Der
Zerlegung
42—z 1) —Zip1j —Zj1 — Zjp +oh’z) =
=22 = Z-1,j — Zi41j] + [22) = Zj1 = Z ] + [0°Z],

nach den Variablen, die in der gleichen horizontalen bzw. vertikalen Reihe

von §2n (s. Fig. 21) stehen, entspricht eine Zerlegung der Matrix A des
Gleichungssystems (8.6.2) Az = b der Form

A=H+4+V 4+ X
Dabei sind H, V, X durch ihre Wirkung auf den Vektor z definiert:
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27 —Z_1,j — Zi11,j, fallsw=Hz
(8.6.3) wij = 2Zj — Z,j-1 — Z,j+1, fallsw=Vz
oh’z;, falls w = Xz

XY ist eine Diagonalmatrix mit nichtnegativen Elementen, H und V sind
beide symmetrische positiv definite Matrizen. Fiir H sieht man das so:
Ordnet man die z; entsprechend den Zeilen von £y, (s. Fig. 21) an, z =

[Z]],Zz],...,ZNl,...,ZlN,ZzN,...,ZNN]T,SO ist
2 —1 ]
—1
-1 2
H =
2 —1
-1 .
1

Nach Satz (7.4.7) sind die Matrizen
2 -1
-1

-1
-1 2

und damit auch H positiv definit. Fiir V geht man dhnlich vor.
Analoge Zerlegungen von A erhilt man auch bei wesentlich allgemei-

neren Randwertproblemen als (8.6.1).

Im ADI-Verfahren wird das Gleichungssystem (8.6.2), Az = b, entspre-
chend der Zerlegung A= H + V 4 X dquivalent umgeformt in

(H—i—%z—i-rl)z:(rl —V—%E)z—i-b,

bzw.
(V+3z+r)z=(r1 —=H-15)z+b.

Dabei ist r eine beliebige reelle Zahl. Mit den Abkiirzungen H; := H + %ZJ ,
V=V + %ZJ erhilt man so die Iterationsvorschrift des ADI-Verfahrens,
die aus zwei Halbschritten besteht,
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8.642)  (Hi+rip1)z82 = (ripg1 = V)2 + b,
(8.6.4b) (Vi + i )20 = (i1 = H) 202 4,

Bei gegebenem z) rechnet man aus der ersten dieser Gleichungen zunichst
z0+1/2) aus, setzt diesen Wert in b) ein und berechnet z'*V. r;,, ist ein
reeller Parameter, der in jedem Schritt neu gewéhlt werden kann. Bei ge-
eigneter Anordnung der Variablen z; sind die Matrizen (H; +ri;(1) und
(V1 +rix1 1) positiv definite (r;;; > 0 vorausgesetzt) Tridiagonalmatrizen,
so daB tiber eine Cholesky-Zerlegung von H; +ri 1, V| +riy | die Glei-
chungssysteme (8.6.4) a), b) leicht nach z(*1/? und z0+D aufgelost werden
konnen.
Durch Elimination von z0%!/2 erhilt man aus (8.6.4)

(8.6.5) 2 =T, 2V + g, (b)
mit

Too= (Vi) (= H)(H+r1) 7 (=),
g0 = (Vi+r1)7'[1 + (1 = H)(H +r1)"']b.

Aus (8.6.5) und der Beziehung z= T, ,z+ g, (b) folgt durch Subtraktion
fiir den Fehler f; :=z" —z

(8.6.6)

(8.6.7) fipr =T, fi
und daher
(86.8) fm - Trm s TI'] f()

Ahnlich wie bei Relaxationsverfahren, versucht man die Parameter rj so zu
wihlen, dafl das Verfahren moglichst schnell konvergiert. Wegen (8.6.7),
(8.6.8) heift das, die I so zu bestimmen, daf3 der Spektralradius o(Ty, - - Tr,)
moglichst klein wird.

Wir wollen zundchst den Fall betrachten, da3 fiir alle i der gleiche
Parameter rj =r,i =1, 2, ..., gewdhlt wird. Hier gilt

(8.6.9) Satz: Unter der Voraussetzung, daf3 H, und V) positiv definit sind,
ist p(Ty) < 1 fiir aller > 0.

Man beachte, dal3 die Voraussetzung fiir unser spezielles Problem (8.6.1)
erfillt ist. Aus Satz (8.6.9) folgt insbesondere, dafl jede konstante Wahl
r, =r > 0 zu einem konvergenten Iterationsverfahren (8.6.4) fiihrt.

Beweis: Nach Voraussetzung ist V| und H; positiv definit, also existieren
(Vi +rD)71 (H +r)7! fiir r > 0 und damit auch T, (8.6.6). Die Matrix
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To=MV+rDT(V +r)7!
= [l = HpH +r D7 [0l = VDV +rD71]

ist zu T, dhnlich, also gilt p(T;) = p('I:r). Ferner besitzt die Matrix H :=
(rl — H)(H; +r1)~! die Eigenwerte

r— A

r—+ A ’

wenn Aj = Aj(H;) die nach Voraussetzung positiven Eigenwerte von H,
sind. Wegen r > 0, Aj > 0, folgt

r—A
r + )LJ'

<1,

und damit ,o(l:|) < 1. Da mit H; auch H eine Hermitesche Matrix ist, gilt
[s. 4.4] luby(H) = p(H) < 1 bzgl. der euklidischen Norm | - [|,. Auf die
gleiche Weise folgt lub,(V) < 1, V := (rl — V{)(V; +r1)~! und damit
[s. Satz (6.9.1)]

p(Tr) < luby(T;) < luby(H) luby (V) < 1. O

Fiir das Modellproblem (8.4.1) kann man genauere Aussagen machen.
Die in Abschnitt 8.4 eingefiihrten Vektoren z&D, 1 <k, | < N, mit

(8.6.10) z;" =sin sin ——,
] N+1 N+1

sind, wie man sofort verifiziert, Eigenvektoren von H = H; und V = V; und
damit auch von T,. Damit kdnnen die Eigenwerte von T, explizit angegeben
werden. Man findet

1<i,j <N,

Hiz%D = D,
(8.6.11) VizkD = 2k,

T, 2k = bz

mit
(612 = TTHITMC e T
4t + pk ! 2(N+ 1)
so daf
r—uj 2
(8.6.13) o(Ty) = max !
1<j<N [T+ W
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Durch Diskussion dieses Ausdrucks findet man schlieBlich [s. Ubungsauf-
gabe 20]

2 T
COS N +1
mi(r)lp(Tr) = p(H(wp)) = —
r> .
(1 + sin N T 1)

WO wp zu dem optimalen (gewohnlichen) Relaxationsverfahren gehort [vgl.
(8.4.7)]. Mit anderen Worten: das beste ADI-Verfahren, konstante Parame-
terwahl vorausgesetzt, besitzt fiir das Modellproblem dieselbe Konvergenz-
geschwindigkeit wie das optimale gewdhnliche Relaxationsverfahren. Da
der einzelne Iterationsschritt des ADI-Verfahrens ungleich aufwendiger ist
als bei dem Relaxationsverfahren, scheint das ADI- Verfahren unterlegen zu
sein. Dies ist sicher richtig, falls man fiir alle Iterationsschritte die gleichen
Parameter r =r; =r, = --- wihlt. Wenn man jedoch von der zusitzlichen
Wahlmoéglichkeit Gebrauch macht, in jedem Schritt einen eigenen Parameter
r; zu wahlen, dndert sich das Bild zugunsten der ADI-Verfahren. Fiir das
Modellproblem kann man z.B. so argumentieren: Die Vektoren z! sind
Eigenvektoren von T, fiir beliebiges r mit zugehorigem Eigenwert pu®D
(8.6.12), also sind sie auch Eigenvektoren von Ty, - - - Ty, (8.6.8):

T Tflz(k’l) = Mﬁ.k,l) rlz(k’l)

zum Eigenwert
L ll—[ (ry — p)(rj — Mk)'
il (rj + ) (rj + pw)

.....

j=1
Wiahlt man rj ;== puj, j =1,2,..., N, so folgt

p&h =0 firalle 1<kl <N,

..... r
so daB wegen der linearen Unabhingigkeit der zkD

Ty T, =0.

N

Bei dieser speziellen Wahl der rj bricht das ADI-Verfahren fiir das Mo-
dellproblem nach N Schritten mit der exakten Losung ab. Dies ist natiirlich
ein besonderer Gliicksfall, der auf folgenden wesentlichen Voraussetzungen
beruht:

1) H; und V; besitzen einen Satz von gemeinsamen Eigenvektoren, die

den gesamten Raum aufspannen.

2) Die Eigenwerte von H; und V; sind bekannt.
Man kann natiirlich nicht erwarten, da3 beide Voraussetzungen bei anderen
Problemen als (8.6.1), (8.6.2) in der Praxis erfiillt sind, insbesondere wird
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man kaum die exakten Eigenwerte o; von H; bzw. 7j von V| kennen, sondern
bestenfalls untere und obere Schranken fiir diese Eigenwerte, « < 0j, 7 < 8.
Wir wollen uns mit dieser Situation befassen und zunichst ein Kriterium
dafiir angeben, wann Voraussetzung 1) erfiillt ist.

(8.6.14) Satz: Fiir zwei N-reihige Hermitesche Matrizen Hy und V, gibt es
genau dann N linear unabhdngige (orthogonale) Vektoren zi, ..., z, die
gemeinsame Eigenvektoren von H| und V, sind,

(8.6.15) Hiz =0iz,, Viz =717, i=1,2,...,n,
wenn H; mit V, vertauschbar ist: HV; = Vi H.
Beweis: 1. Aus (8.6.15) folgt

HiVizi =oitizz = ViHiz fiurallei =1,2,...,n.

Da die z eine Basis des C" bilden, folgt sofort H;V; = V| Hj.

2. Sei umgekehrt H;V; = V| H,. Ferner seien | < --- < A, die Eigen-
werte von V| mit den Vielfachheiten o (Aj), i =1, ..., r. Nach Satz (6.4.2)
gibt es dann eine unitire Matrix U mit

Al
Ay =U"ViU = :
)\r II'
wobei | eine o (Aj)-reihige Einheitsmatrix ist. Aus H;V; = V;H; folgt
sgfort ﬁlAV = Ay Hl mit der Matrix ﬁl = UMH,U. Wir partitionieren
H; analog zu Ay,

Hii Hip -+ Hy
. Hyi  Hap Har
H=1| . . :

Hrl Hr2 e Hrr

Durch Ausmultiplizieren von H; Ay = Ay H; erhilt man H; j=0firi # |
wegen Aj # Aj. Die Hjj sind o (4;)-reihige Hermitesche Matrizen. Wiederum
nach Satz (6.4.2) gibt es o (1;)-reihige unitire Matrizen U, so daB U;H H;; U
eine Diagonalmatrix A; wird. Es folgen fiir die unitdre n x n-Matrix

v

wegen Hj; = 0 fiir i # j die Beziehungen
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Ay

also
H,(UU) = (U0)An, Vi (UO) = (U0) 4y,

so daB gerade die Spalten z := (UU)g der unitiren Matrix UU =
(zy,...,2y) als n gemeinsame orthogonale Eigenvektoren von H; und V,
genommen werden konnen. O

Leider ist die Bedingung H;V, = V| H, recht stark. Man kann zeigen
[s. Varga (1962), Young (1971)], daB3 sie im wesentlichen nur fir Rand-
wertprobleme des Typs

9 u(x, y) 9 au(x, y)
_8_X<pl(x) ™ >_8_y(p2() oy

fir (X,y) e

) +oux,y) = f(x,y)

ux,y)=0 fiir (x,y) €082
o > 0 konstant, p;(X) >0, p(y) >0 fir (X,y)e€ 2,

fiir Rechtecksgebiete §2 bei der iiblichen Diskretisierung (Rechtecksgitter
etc.) erfillt ist. Trotzdem scheinen die praktischen Erfahrungen mit dem
ADI-Verfahren nahe zu legen, daf} die fiir den kommutativen Fall beweisba-
ren glinstigen Konvergenzeigenschaften auch haufig im nichtkommutativen
Fall vorliegen. Wir setzen daher fiir die folgende Diskussion voraus, dafl
H; und V; zwei positiv definite vertauschbare n x n-Matrizen mit (8.6.15)
sind und daB zwei Zahlen «, B gegeben sind, so daB 0 <« <oy, 77 < B
firi =1, 2,...,n. Es ist dann

r—oirn—r

1

Tz = -z furalle r >0, i=1,2,...,n,
r+oir +1
so dafB3
m i —ojlj — T
T ---T. ) = max J 7y
/O( m r1) I<i<n ]l] ri+oir+r7
(8.6.16) " s
r—X
< max
asx<p |y ITj +X
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Dies legt nahe, bei gegebenem m die Parameter rj > 0,i =1, ..., m, so
zu wihlen, daf3 die Funktion

rj—x
r +X

(8.6.17) o, ...,I'm) ;= max

a<x<p i=1

moglichst klein wird. Man kann zeigen, daB fiir jedes m eindeutig bestimmte

Zahlen [y mita < Fj < B,i =1, ..., m, gibt, so daB
(8.6.18) On(a, B) := (1, ...,Tm) = min (ry, ..., I'y).
r>0
1<i=m
Die optimalen Parameter f, ..., Fm konnen sogar fiir jedes m explizit mit

Hilfe von elliptischen Funktionen angegeben werden [s. Wachspress (1966),
Young (1971)]. Fiir die I; kennt man weiter leicht zu berechnende gute
Néherungswerte. Fiir den Spezialfall m = 2% kénnen jedoch auch die opti-
malen Parameter [ leicht rekursiv berechnet werden. Fiir diesen Fall sollen
hier die einschldgigen Resultate ohne Beweis mitgeteilt werden [Beweise:
s. z.B. Wachspress (1966), Young (1971), Varga (1962)].

Mit ri(m), i = 1,2, ..., m seien die optimalen ADI-Parameter fiir
m = 2K bezeichnet. Die ri(m) und dm (e, B) kénnen rekursiv mit Hilfe des
GauBlschen arithmetisch-geometrischen Mittels berechnet werden.

Man kann zeigen, dal3

(8.6.19) thn (e, B) = dn(\/@, #)

gilt, wobei die optimalen Parameter des min-max Problems (8.6.18) ri(2n)

und 1" in folgendem Zusammenhang stehen:

(2n) (2n)
I r, .
(8.6.20) ™ = % i=1,2,...,n.
Ausgehend von dieser Beobachtung, erhélt man folgenden Algorithmus zur
Bestimmung von ri(m). Man definiert fiir m = 2X

oy =a, PBo=24,
(8.6.21) p
R T S N
Dann gilt
(8622) dzk(ao’ /30) = dzkfl(OH, ‘31) R dl (ak’ ,Bk) — \/ﬁ_ - \/a—k

VB + V.
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Die Losung von d; (ak, Bk) kann man angeben, r 1(1) = /oy Bk. Die optimalen

ADI-Parameter ri(m), i =1,2,..., m=2X konnen dann rekursiv berechnet
werden:
(8.6.23)
1. S;O) = ok Pk ' .
2. fir j =0, 1, ..., k—1: Bestimme S(JH), i=1,2,...,21%" als die
21+! Lasungen der 2! in X quadratischen Gleichungen
. 1 o1 i Brei—i ) )
() _ k=1-jPk=1-]j _ j
=—|x+ —"""), 1=1,2,...,2%.
3 2( T x )
3. Setze ri(m) = s(k) firi=1,2,...,m=2k
Die ﬁ(j ), i=1,2,...,21 sind gerade die optimalen ADI- Parameter

fiir das Intervall [ak—j, Bk—j].

Wir wollen diese Formeln benutzen, um fiir das Modellproblem (8.4.1),
(8.4.4) bei festem m = 2 das asymptotische Verhalten von dh (e, ) fiir
N — oo zu studieren. Fiir @ und 8 nehmen wir die bestmdglichen Schran-
ken [s. (8.6.12)]:

o = 4sin® L,
2(N+1)
(8.6.24) N
B =4sin2—n =40052L.
2(N+1) 2(N+1)
Es gilt dann
T
8.6.25) d ~1—4m——— fir N m := 2K,
( ) m(a, B) ANT D r — 00,

Beweis: Durch vollstindige Induktion nach k. Mit der Abkiirzung

Ck := v ax/ Bk

gilt wegen (8.6.21), (8.6.22)

(8.6.262) (e ) = -
. . a a’ == —’
> 1+ G
2Ck
8.6.26b ., = )
( ) k+1 1+ CI%
Es gentigt

7
8.6.27 ~2*%—— N ,
( ) K /4(N D — 00
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zu zeigen, denn dann folgt (8.6.25) aus (8.6.26a) fir N — oo wegen
(o, B) ~ 1 — 2¢.

Fiir k = 0 ist aber (8.6.27) richtig, wegen

—t T T
TEINTD 2N+ 1)

Wenn (8.6.27) fiir ein K > 0 richtig ist, dann auch fir k + 1, denn aus
(8.6.26b) folgt sofort

Co

Cki1 ~ 2¢ fir N — o0

und damit die Behauptung. O
In der Praxis wiederholt man hiufig die Parameter r; zyklisch, d.h.

man wihlt ein festes m, z.B. der Form m = 2%, bestimmt zunichst

nidherungsweise die zu diesem m gehdrigen optimalen ADI-Parameter ri(m),

i =1,2,..., m und nimmt fiir das ADI-Verfahren die Parameter
Mg =r™ fir i=1,2,...,m j=0,1,....
Wenn man je m Einzelschritte des ADI-Verfahrens als einen ,,grof3en Itera-
tionsschritt™ bezeichnet, gibt die Zahl
—1In(10)
Inp(Ty, - Tr)

an, wieviele grofie Iterationsschritte bendtigt werden, um den Fehler auf
1/10 des alten Wertes zu verkleinern, d. h.

RM _ In(10)
ADI Inp(Te, - Tr))

gibt an, wieviele gewohnliche ADI-Schritte zu diesem Zweck im Mittel
notig sind. Fiir das Modellproblem erhilt man bei optimaler Parameterwahl
und m = 2K wegen (8.6.16) und (8.6.25)

T
(T -+ Tr) < dm(a, B)?~1—38 m/m, N — oo,
. b
lnp(Trm...Trl)f—S m}m, N—)OO,

so daf

. m m/4(N +1
(8.6.28) R < 3 In(10) ‘/g fir N — oo.
T
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Ein Vergleich mit (8.4.9) zeigt, daB8 fir m > 1 das ADI-Verfahren we-
sentlich schneller konvergiert als das optimale gewohnliche Relaxationsver-
fahren. In diesem Konvergenzverhalten liegt die praktische Bedeutung des
ADI-Verfahrens begriindet.

8.7 Krylovraum-Methoden
zur Losung linearer Gleichungen

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem
Ax = Db,

mit einer reellen nichtsinguldren n x n-Matrix A und der rechten Seite
b € R". Krylovraum-Methoden erzeugen iterativ, ausgehend von einer
Naherungslosung Xy € R" mit dem Residuum ry := b — AX,, eine Folge
weiterer Naherungslosungen Xy,

Xo > X —=> -+ > Xm,

die bei exakter Rechnung spitestens nach n Schritten mit der gesuchten
Losung abbricht, Xy = X := A~'b, m < n. Dabei wird fiir alle k > 0

Xk € Xo + Kk(rg, A)

verlangt, wobei Ky(rg, A) der Krylovraum zur Matrix A und zum Startre-
siduum r ist (siche Abschnitt 6.5.3):

Ki(ro, A) := span [ro, Arg, ..., A lrg], k=1,2,...

Infolge der Rundungsfehler sind diese Verfahren aber nicht endlich, es
kommt deshalb in erster Linie wie bei echten Iterationsverfahren auf ihr
»Konvergenzverhalten an, d.h. darauf, wie schnell diese Verfahren eine
hinreichend genaue Néherungslosung Xy fiir X finden. Ihr Arbeitsaufwand
pro Schritt Xx — Xk4; entspricht (in etwa) dem einer Multiplikation der
Matrix A mit einem Vektor. Sofern diese Verfahren geniligend schnell kon-
vergieren, sind sie deshalb auch fiir sehr groe Matrizen A gut geeignet,
wenn diese Matrizen nur schwach und unregelméfig besetzt sind. Sie sind
ungiinstig fir voll besetzte Matrizen und fiir Bandmatrizen.

Ein erstes Verfahren, das cg-Verfahren (,,conjugate gradient method*)
wurde von Hestenes und Stiefel (1952) fiir positiv definite Matrizen A vor-
geschlagen. Diese Matrizen definieren eine Norm ||z|| o := +/Z" Az, und das
cg-Verfahren erzeugt eine Folge Xk € Xo + Kk(rg, A) mit der Minimumei-
genschaft
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X —=Xlla=__min [Z—=X]|Aa.
zexp+Ki(ro, A)

In diesem Verfahren spielen A-konjugierte Vektoren px € R" eine Rolle,
prApk =0 fiir i#Kk,
die die Krylovraume Ky(ry, A) aufspannen,

span[ Po, P1, .-, Pk—1] = Kk[ro, A, k=1,2,...
Das cg-Verfahren wird in Abschnitt 8.7.1 beschrieben.

Das verallgemeinerte Minimum-Residuen-Verfahren (GMRES, genera-
lized minimum residual method, siche Saad und Schulz (1986), Saad (1996))
ist fiir beliebige nichtsinguldre auch nichtsymmetrische n x n-Matrizen A
definiert. Hier besitzen die Vektoren Xy € Xy + Kk(rp, A) ein minimales
Residuum b — Axy,

Ib—AxXl>=_min |b— Az|,.
zeXo+Kk(ro, A)
Hauptwerkzeug dieses Verfahrens ist eine Basis vy, ..., vk von orthonor-
malen Vektoren fiir den Krylovraum Kg(rg, A),

span[vy, vy, ..., v] = Ki(ro, A),

die von dem Verfahren von Arnoldi (1951) geliefert wird. Das GMRES-
Verfahren wird in Abschnitt 8.7.2 beschrieben.

In Abschnitt 8.7.3 wird eine einfache Fassung des QMR-Verfahrens
(quasi-minimal residual method) von Freund und Nachtigal (1991) darge-
stellt, mit dem man ebenfalls allgemeine lineare Gleichungssysteme 16sen
kann. Grundlage dieses Verfahrens ist der effizientere, aber auch numerisch
empfindlichere Biorthogonalisierungsalgorithmus von Lanczos (1950). Er
liefert fiir Ky (rp, A) eine nichtorthogonale Basis vy, ..., vk, mit deren Hilfe
ndherungsweise optimale Vektoren Xk € Xy + Ki(rg, A) bestimmt werden.

Auch das bikonjugierte-Gradienten Verfahren (Bi-CG) von Lanczos
(1950) [s. Fletcher (1976) fiir eine detaillierte Untersuchung] ist ein Ver-
fahren, um lineare Gleichungen mit einer beliebigen Matrix A zu l6sen. Es
handelt sich dabei um eine natiirliche und effiziente Verallgemeinerung des
cg-Verfahrens, das ebenfalls Iterierte Xx € Xo+ Kk (ro, A) erzeugt. Es hat den
Nachteil, daf es gelegentlich vorzeitig abbrechen und die GréBenordnung
der Residuen ry = b — Ax,, k=0, 1, ..., erheblich schwanken kann. Van
der Vorst (1992) gab mit seinem Bi-CGSTAB-Verfahren eine elegante sta-
bilisierte Verallgemeinerung des Bi-CG-Verfahrens an, wir beschreiben es
in Abschnitt 8.7.4.
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8.7.1 Das cg-Verfahren von Hestenes und Stiefel

Sei nun
(8.7.1.1) Ax=Db

ein lineares Gleichungssystem mit einer (reellen) positiv definiten n x n-
Matrix A, b € R" und der exakten Losung X = A~'b. Mit | z|| o bezeichnen
wir die Norm ||z|| o := +/Z" Az. Sie ist eng verwandt mit dem quadratischen
Funktional F : R" — R,

Fo=1b-A)TA " '(b- A2
127Az—b"z+1b"A "D
1 @-%0TAz-x)
=3 lz— X%

das durch X minimiert wird,

0= F(X) = min F(2).
zeR"

Zur Bestimmung von X legt dies z. B. die ,,Methode des steilsten Ab-
stiegs® [vgl. Abschnitt 5.4.1] nahe, die eine Folge Xy — X; — --- durch
eindimensionale Minimierung von F in Richtung des negativen Gradienten
erzeugt,

Xer1: F(Xiy1) = muin F(X¢ +ury) mitrg:=—-VF(X) = —Axx+b.

Im cg-Verfahren wird stattdessen im Schritt Xx — X1 eine (K + 1)-
dimensionale Minimierung durchgefiihrt:

Xkt : F(Xk41) = min F(X¢ + Uglo + -+ - + Ukl'),

(8.7.1.2)
ri:=b—Ax firi <k

Es stellt sich heraus, dafl die X, einfach berechnet werden konnen. Die rj
werden orthogonal sein, also linear unabhingig, solange ry # 0. Bei exakter
Rechnung gibt es also ein erstes m < n mit ry, = 0, da im R" hochstens n
Vektoren linear unabhéngig sind. Das zugehorige Xy, ist dann die gesuchte
Losung von (8.7.1.1).

Wir wollen zundchst das Verfahren beschreiben und anschlieBend seine
Eigenschaften verifizieren.
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(8.7.1.3) cg-Verfahren:
Start: Wiihle Xy € R" und setze py :=ry := b — AX,.
Firk=0,1,...:
1) Falls px =0, setze m := K und stop. X ist die Losung von AX = Db.
Andernfalls
2) berechne

rrr
k_k Xir17= Xk + @ Pk
= , k1= Xk ,
T
P« APk .
r Ik
. . k41" k+1
Mt 1:= Tk — a APk, b= —5—
M Tk

Pr1:= k1 + Ok k.

Bei der Durchfiihrung des Verfahrens hat man also lediglich vier Vektoren
zu speichern, Xk, 'k, Pk und Apk. In jedem Iterationsschritt fallt nur eine
Matrix-Vektor-Multiplikation, Apk, an, der restliche Aufwand entspricht
dem der Berechnung von sechs Skalarprodukten im R": Der Gesamtauf-
wand ist daher fiir diinn besetzte Matrizen A gering.

Die wichtigsten theoretischen Eigenschaften des Verfahrens sind in fol-
gendem Satz beschrieben:

(8.7.1.4) Satz: Sei A eine positiv definite (reelle) n x n-Matrix und b € R".
Dann gibt es zu jedem Startvektor Xy € R" eine kleinste ganze Zahl m,
0 < m < n, mit pm = 0. Die Vektoren Xx, Pk, 'k, K < m, die von dem
cg -Verfahren (8.7.1.3) erzeugt werden, haben folgende Eigenschaften:

a) AXm = b: Das Verfahren liefert also nach spditestens n Schritten die
exakte Losung der Gleichung AX = b.

b)rip=0fir0<i<j<m

o) rilp =r'r firi <m

d) pTAp =0 fir0<i <j<m plAp >0 firj<m

e) rrj=0fir0<i<j<m rfrp>0 firj<m

Hri=b—Ax firi <m
Aus Satz (8.7.1.4) folgt u. a., daBB das Verfahren wohldefiniert ist, weil fiir

Pk # O stets 1] r > 0, pJ Apx > 0 gilt. Ferner sind wegen d) die Vektoren
px A-konjugiert, was den Namen des Verfahrens erklért.

Beweis: Wir zeigen als erstes durch vollstindige Induktion nach Kk, daf3
folgende Aussage (Ay) flir alle 0 < k < m gilt, wobei m der erste Index
mit Py = 0 ist:
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Drfp =0 firo<i<j<k
)i >0 firo<i <k r'p=r'r firo<i<k,
(A 3) pTAp =0 fir0<i<j<Kk
Hr'rp=0 fir0<i <j <k,
Sri=b—Ax fir0<i <k
(Ap) ist trivial richtig. Wir nehmen induktiv an, daB (Ay) fiir ein k mit
0 < k < m gilt und zeigen (Ax;1):
Zu 1): Es folgt aus (8.7.1.3)

T

rlr
8715  rlipc=(rc—aAp) po=r7pc— =< pl Apk =0

P APk
wegen (Ay), 2). Fir j < Kk gilt analog

T
NP = (k= aAp) py =0
wegen (Ay), 1), 3). Dies beweist (Axs1), 1).

Zu 2): Es ist rkTrk > 0, denn sonst wire ry, = 0 und damit wegen
(8.7.1.3)

(8.7.1.6) D = { o, falls k = 0,

bk_1 Pk—1, falls k > 0.

Wegen K < m muf3 kK > 0 sein, denn sonst hitte man py = ro # 0. Fir
k > 0 folgt wegen px # 0 (weil k < m) aus (8.7.1.6) und (Ay), 3) der
Widerspruch 0 < pJ Apc = b1 p] Apki = 0. Also gilt r/r > 0 und
damit sind by und py4; durch (8.7.1.3) wohl definiert. Es folgt daher aus
(8.7.1.3)
Maot P = rkT+1(rk+1 + bpy) = Mot

wegen (8.7.1.5). Dies zeigt (Axy1), 2).

Zu 3): Nach dem eben Bewiesenen ist auch ry # 0, also existieren aj_l
fir j < k. Aus (8.7.1.3) folgt daher fir j < k [wir benutzen dabei die
Definition p_; := 0]

Py ARy = Ty Ap; + by Ap;
=a 't (rj — 1) + bepg Ap;
=a 'n, (B — b_1p—1 — P41+ py) + bl Ap

. {O fiir j <k wegen (Ay), 3) und (Axs1), 1),
"o fir j = k nach Definition von ax und by
und wegen (Axyp), 1), 2).
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Dies zeigt (Axs1), 3).
Zu 4): Es ist wegen (8.7.1.3) und (Ay41), 1) furi <k

M e = (pi — biflpifl)TrkJrl =0.
Zu 5): Man hat wegen (8.7.1.3) und (Ax), 5)
b— AXr1 =b— AXc + & Px) = 'k — APk = Tkt

Damit ist (Axy) bewiesen. Also gilt (Any).

Wegen (Anm), 2), 4) gilt rj £ 0 fur i < mund es bilden diese Vektoren
ein Orthogonalsystem in R", also mul m < n gelten. Aus py, = 0 folgt
schlieBlich wegen (Am), 2) rlrm = rlpm = 0, also rp, = 0, so daB X,
Losung von AX = b ist. Damit ist (8.7.1.4) vollstindig bewiesen. O

Mit den Hilfsmitteln von Satz (8.7.1.4) kénnen wir schlieflich (8.7.1.2)
zeigen: Man sieht zundchst aus (8.7.1.3), daB fir K < m die Vektoren r;,
i <k, und pj, i <Kk, die gleichen Teilrdume des R" aufspannen:

Sci={uoro+ -+ U | Ui € R} = {popo+ -+ pkPx | oi € R}.

Fir die Funktion

D(po, -5 pk) = F X+ poPo+ -+ pxPx)
gilt aber fiir j <k
9P (po, ..., k)
p; a
mitr =b— AX, X := Xk + poPo + - - - + pk Pk. Fiir die Wahl
) ag fir | =K,
Pi :{0 fir j <Kk,

T
—r pJ

erhdlt man daher wegen (8.7.1.3) X = X1, I = ks und wegen (8.7.1.4) b)
—rkTH p; = 0, so daB} in der Tat

min @ (pg, ..., pxk) = min F(Xk + Ugrg + -+ ukrk) = F(xk+1)

P00y Pk Uo,..., Uk

gilt.
Ebenso bestitigt man mit Hilfe der Rekursionsformel von (8.7.1.3) fiir
ry und py sofort
P« € span[ro, Ar, ..., Afr],

so daf
S = span[py, ..., Px] = span[rg, Arg, ..., Akro] = Kyq1(rg, A
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gerade der (K+ 1)-te Krylovraum von A zum Vektor r ist. Ersetzt man K+ 1
durch k, so folgt wegen (8.7.1.2) und F(2) = %||Z—)_(||2, Sc—1 = Kk(ro, A),
sofort Xx — Xg € Kg(rg, A) und

(8.7.1.7) X — X|la = min{||u — X[ | U € Xo + Ki(To, A)}.

Bei exakter Rechnung wére spitestens r, = 0 und damit X, die gesuchte
Losung von (8.7.1.1). Wegen des Einflusses der Rundungsfehler ist das
berechnete ry in der Regel von Null verschieden. Man setzt deshalb in
der Praxis das Verfahren einfach iiber die Iteration K = n hinaus fort, bis
man ein geniigend kleines ry(px) gefunden hat. Ein Algolprogramm fiir eine
Variante dieses Algorithmus findet man in Wilkinson, Reinsch (1971), einen
umfangreichen Bericht {iber numerische Erfahrungen in Reid (1971), sowie
weitere Resultate in Axelsson (1976).

Die Minimaleigenschaft (8.7.1.7) fiihrt zu einer Abschitzung der Kon-
vergenzgeschwindigkeit des cg-Verfahrens (8.7.1.3). Bezeichnet man mit
€ := Xj —X den Fehler von X, so gilt ry = —Agy und fiir U € Xo+ Ky (ro, A)

uU— X € g + span[Ag, Ag, ..., Akeo],
d.h. es gibt ein reelles Polynom p(t) = 1 + ot + --- + otk so daB
u—X = p(A)eg. Also folgt
l&lla = min{[| p(A)eolla | P € i},

wobei T die Menge aller reellen Polynome vom Grad < k mit p(0) = 1
bedeutet. Die positiv definite Matrix A besitzt nun n Eigenwerte A; > A, >

- > Ap > 0 und zugehdrige orthonormale Eigenvektoren z;, Az; = Az,
z' z; = & [Sitze (6.4.2), (6.4.4)]. Schreibt man ) in der Form & = p;2; +
-+« 4 pnZn, so erhdlt man

n
levla =& Aey = Y hipf
i=1

IP(Ae I3 = > PGi)*hip! < (max p()*) - el
i=l1

also

I8dia _ in max [p(a)] < min max [p@yl.
l&olla — perm i pelTc A€[An,h]

Mit Hilfe der Tschebyscheff-Polynome

(8.7.1.8)

Tk(X) := cos(karccos X) = coskd, fallscosd =x,k=0,1, ...,
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fir die offensichtlich [Tx(x)| < 1 fir x € [—1, 1] gilt, kann man nun ein
Polynom aus [Ty konstruieren, fiir das max{| p(X)| | A € [An, A1]} klein wird
(man erhilt auf diese Weise sogar das beste Polynom): Durch

A X =X(A) == 2A = (An + A1)/ (A1 — An)
wird das Intervall [An, 1] auf [—1, 1] abgebildet. Das Polynom

Te(x(2)
A) = ——
P = 10
liegt deshalb in /T und es gilt
_ 1 c+ 1\ !
Jmax [P = Teoxon™ = [T =)| -

wobei C := X\ /An gerade die Kondition der Matrix A beziiglich der lub,(.)-
Norm ist [s. Beispiel b) aus Abschnitt 4.4].

Fiir X > 1 kann man Tg(X) leicht abschitzen. Wegen Ty(X) = (Zk +
275 /2, falls x = (z+z~")/2 und wegen

c+1_1<¢6+1 ﬁ—1>

c—1 2 ﬁ—1+ﬁ+1
erhdlt man schlieBlich die Ungleichung
c+ 1y c— 1\
(8.7.1.9) I&dla <TK<L>> - 2<f_> '
&l A c—1 Je+1

Sie besagt, dafl das cg-Verfahren umso schneller konvergiert, je kleiner die
Kondition ¢ von A ist.

Dieser Sachverhalt wird bei den sog. Vorkonditionierungstechniken
(preconditioning) zur Beschleunigung des cg-Verfahrens ausgenutzt. Man
versucht hier, die positiv definite Matrix A durch eine andere positiv definite
Matrix B, die sog. Vorkonditionierungsmatrix (preconditioner), moglichst
gut zu approximieren, so daB die Matrix B~! A zum einen eine gute Ap-
proximation der Einheitsmatrix und deshalb die Kondition der zu B~'A
dhnlichen Matrix

A/ — BI/Z(B—IA)B—I/Z — B—I/ZAB—I/Z

eine positiv definite Matrix mit sehr viel kleinerer Kondition als A ist,
¢ = cond(A’) « ¢ = cond(A). [Wir verwenden hier, daf} es zu jeder positiv
definiten Matrix B eine positiv definite Matrix C =: B2 mit C*> = B
gibt: Dies folgt leicht aus Satz (6.4.2).] Dariiber hinaus sollte man lineare
Gleichungssysteme Bg = r mit der Matrix B moglichst leicht 16sen kdnnen.
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Dies ist z. B. der Fall, wenn fiir B = LLT eine Choleskyzerlegung bekannt
ist und L eine diinn besetzte Matrix ist, z. B. eine Bandmatrix.

Nach Wahl von B ist der Vektor X' := B!/?X Lésung des zu AX = b
dquivalenten Systems

AX =b, b :=B""h

Man wendet nun das cg-Verfahren (8.7.1.3) auf das System A'X’ = b’ aus-
gehend von dem Startvektor x|, := B!/2x; an. Wegen (8.7.1.9) und ¢’ < ¢
konvergiert die Folge Xy, die das cg-Verfahren fiir A'X’ = b’ erzeugt, sehr
rasch gegen X'. Statt aber die Matrix A’ und die cg-Folge x, explizit zu be-
rechnen, konstruiert man direkt die den X, entsprechende riicktransformierte
Folge X« := B~1/2x;. Unter Verwendung der Transformationsregeln

A =B"2AB2 ' =B""b,
X, =B, rp=b—Ax =B, p.=B""p
findet man so aus den Formeln (8.7.1.3) fiir das gestrichene System sofort
die Regeln fiir den
(8.7.1.10) cg-Algorithmus mit Vorkonditionierung:
Start: Wihle Xy € R", berechne o :=b — AXy, Qo := B~ 'rg und py := q.

Firk=0,1,...:
1) Falls px = 0, stop: X ist Losung von AX = b.
Andernfalls,
2) berechne
re O
ak:: ) Xk+l:= Xk+akpk’
P AP
Meri=rc— a&APk,  Okeri= B7Mriqy,

My 1Okl
ka= e
Mg Ok

Verglichen mit (8.7.1.3) hat man jetzt in jedem Schritt zusétzlich ein
lineares Gleichungssystem BQ = r mit der Matrix B zu 16sen.

Es bleibt das Problem, ein geeignetes B zu wihlen, ein Problem, das
bereits bei der Bestimmung guter Iterationsverfahren in den Abschnitten
8.1-8.3 in dhnlicher Form studiert wurde. Bei der Losung der Gleichungs-
systeme AX = b, die bei der Diskretisierung von Randwertproblemen
fiir elliptische Differentialgleichungen auftreten, etwa bei der Losung des
Modellproblems in Abschnitt 8.4, hat es sich bewihrt, als Vorkonditio-
nierungsmatrizen die sog. SSOR-Matrizen [vgl. 8.3]

, Pr+1:= Oks1 + D P
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1 1 I \-1/1 T
(8.7.1.11) B=-—(-D-E)(-D) (-D-E")
2—w\w w w

mit einem geeigneten w € (0,2) zu wihlen [s. Axelsson (1977)]. Hier
sind D und E durch die Standardzerlegung (8.1.5) von A= D — E — ET
gegeben. Man beachte, dafl der Faktor L = (1/w)D — E von B eine untere
Dreiecksmatrix ist, die ebenso diinn besetzt ist wie A: L ist an den gleichen
Stellen wie A unterhalb der Diagonalen von Null verschieden.

Von Meijerink und van der Vorst (1977) stammt der Vorschlag, geeig-
nete Vorkonditionierungsmatrizen B und ihre Choleskyzerlegung durch eine
,,unvollstindige Choleskyzerlegung “ von A zu bestimmen. Dabei betrachten
wir etwas allgemeiner als in Abschnitt 4.3 Choleskyzerlegungen der Form
B = LDLT, wobei L eine untere Dreiecksmatrix mit ljj = 1 und D eine
positiv definite Diagonalmatrix ist. Bei der unvollstindigen Choleskyzerle-
gung kann man sogar die Besetzungsstruktur von L vorschreiben: Zu einer
beliebigen Menge G C {(i, j) | j <i < n} von Indexpaaren mit (i,i) € G
fiir alle i kann man ein L mit der Eigenschaft

|i7j;£O=>(i,j)€G

finden. Das Verfahren ist allerdings nur fiir positiv definite Matrizen A
definiert, die gleichzeitig M-Matrizen sind, d.h. Matrizen A mit g; < 0 fiir
i #jund A7' > 0.

M-Matrizen A kommen in den Anwendungen sehr hdufig vor, und es gibt
einfache hinreichende Kriterien fiir sie. Beispielsweise ist jede Matrix A= AT mit
gj > 0, &) < 0 firi # j, die die Voraussetzungen des Satzes (8.2.9) erfiillt
(schwaches Zeilensummenkriterium), eine M-Matrix (so z. B. die Matrix A (8.4.5)
des Modellproblems): Man zeigt dies dhnlich wie in den Sitzen (8.2.9), (8.2.12)
durch den Nachweis der Konvergenz der Neumannreihe

= +3+32+..9D7 >0
fir A= D(l = J).

Die unvollstindige Choleskyzerlegung einer M-Matrix A zu gegebenem
G erzeugt folgendermaBen die Faktoren der Matrix B = LDLT [vgl. das
Programm fiir das Cholesky-Verfahren am Ende von Abschnitt 4.3]:
(8.7.1.12) Unvollstéindige Choleskyzerlegung
Firi =1,
d :=ai— Zlk dkllk
Firj=i+1,...,

dilji = {aji — Ik;II dkljklik falls (i, ]) S G,
0 sonst.
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Der einzige Unterschied zum normalen Choleskyverfahren ist, daB man
an den ,,verbotenen Stellen” (i, j) ¢ G das Element l;; = 0 setzt.

Das cg-Verfahren kann auch zur Losung von linearen Ausgleichspro-
blemen

(8.7.1.13) bestimme miny | BX — ||,

mit (diinn besetzten) mx n-Matrizen B vom Rang n verwandt werden: Nach
Abschnitt 4.8.1 ist ndmlich die Optimallosung X von (8.7.1.13) auch Losung
der Normalgleichungen

Ax=b, A:=B"B, b:=BTc,

wobei A positiv definit ist. Da auch fiir diinn besetztes B die Matrix A =
BTB voll besetzt sein kann, liegt folgende Variante des cg-Algorithmus
(8.7.1.3) zur Losung von (8.7.1.13) nahe, die sich in der Praxis gut bewédhrt
hat:

Start: Wiihle Xy € R" und berechne

S:=C—BXy, po:=ro:=B's.

Firk=0,1,...:
1) Falls px = 0, stop: Xx ist Optimallosung von (8.7.1.13);
andernfalls,
2) berechne
rry
Q= Bpx, A= ;
0 Ok
Xi+1:= Xk + AP, Skt1:= Sk — &Gk,
T r|;r+1rk+1
rk+l:: B S(+11 bk:= T

Pht1:= et + Bic P
Natiirlich gilt dann fiir die Iterierten Xy, die dieses Verfahren erzeugt,
X — X € Ki(ro, B'B),
I — Xllgrs = min{||u — X||g7g | U € X + Kk(ro, BTB)}.
Wegen cond,(BTB) = cond,(B)? ist die Konvergenzgeschwindigkeit fiir
groBes cond;(B) > 1 dieser Variante des cg-Verfahrens zur Losung von

Ausgleichsproblemen nicht sehr hoch [vgl. die Uberlegungen in Band I,
Abschnitte 4.8.2 und 4.8.3].
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Dieses Verfahren kann auch verwandt werden, um lineare Gleichungen
BX = C mit einer quadratischen nichtsymmetrischen Matrix B zu l9sen.
In diesem Fall ist es aber besser, zur Losung solcher Systeme eines der
Verfahren GMRES, QMR, Bi-CGSTAB zu verwenden, die in den folgenden
Abschnitten 8.7.2-8.7.4 beschrieben werden.

Numerische Beispiele, in denen das vorkonditionierte cg-Verfahren
(8.7.1.10) mit dem urspriinglichen Verfahren (8.7.1.3) verglichen wird, wer-
den in Abschnitt 8.10 angegeben.

8.7.2 Der GMRES-Algorithmus

Wir betrachten nun Gleichungssysteme
Ax=Db

mit einer reellen, evtl. auch nichtsymmetrischen, aber nichtsinguléren n x n-
Matrix

Aund der Ldsung X = A~'b. Die verschiedenen Bemiihungen, cg-artige
Verfahren zur Losung solcher nicht positiv definiter Systeme zu entwickeln,
fiilhrten unter anderem zu dem GMRES-Verfahren (generalized minimum
residual method, siche Saad und Schultz (1986)). Es handelt sich um eine
Krylovraum-Methode, in der zu einem Startvektor X, # X mit dem Resi-
duum rg := b — Axy # 0 iterativ weitere Naherungslosungen Xy fiir die
Losung X mit folgenden Eigenschaften erzeugt werden:

Xk € Xo + Kk (ro, A),

(8.7.2.1) ,
b — Axcll2 = min{[b — Aull> | u € Xo + Kg(ro, A)}.

Ein wichtiges Hilfsmittel dazu ist die Kenntnis geeigneter orthonormaler
Basen der Krylovraume Kg(ro, A), k > 1. Wegen g # 0 gilt nach Definition
von K(rg, A) = span[rg, Arg, - - -, A< 1rg]

1 < dim Kg(rg, A) <K,
so daf} es einen groBten Index m mit 1 < m < n gibt mit
dim Kg(rg, A) =k fliralle 1 <k<m.

Gleichzeitig ist m die kleinste natiirliche Zahl, fir die der Krylovraum
Km(ro, A) ein A-invarianter Teilraum ist, d.h.

(8.7.2.2) AKn(ro, A) ;= {AX | X € Kn(rg, A)} C Km(rg, A).
Denn die A-Invarianz von Kmn(ro, A) = span[fg, Arg, - - -, A" Iry] ist mit

A"rg € Km(ro, A)
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dquivalent, d.h. mit
dim Ky (ro, A) = dim Kip(rg, A) < m+ 1.

Im GMRES-Verfahren spielen spezielle orthonormale Basen der Krylov-
rdume Kg(rg, A) eine wichtige Rolle, die durch orthonormale Vektoren v; €
R", 1 <i < m, mit der Eigenschaft

Span[Ul, V2, -+, Uk] = Kk(rO’ A)? fir 1 = k =m

gegeben sind. Fiir k = 1 liefert dies (bis auf ein Vorzeichen) vy:

0 B = 1nol
V] = —, = |lToll2-

B
Die restlichen v; kann man mit Hilfe eines Verfahrens berechnen, das
(in Verallgemeinerung des Verfahrens von Lanczos (6.5.3.1)) von Arnoldi
(1951) vorgeschlagen wurde. Er setzte dieses Verfahren im Zusammenhang
mit dem Eigenwertproblem fiir eine beliebige Matrix A ein, um A mittels
unitirer Ahnlichkeitstransformationen in eine Hessenbergmatrix zu transfor-
mieren [vgl. Abschnitt 6.5.4]:

(8.7.2.3) Algorithmus von Arnoldi:
Start: Gegeben 1y # 0. Setze B := |[roll2, v1 :=To/B.
Firk=1,2,...
1) Berechne U := Avy.
2) Firi =1,2,...,k
berechne h; y := viTu.

3) Berechne wy := U — Zik:l hi kvi und hii gk := llwglla-
4) Falls hyy 1 x = 0 setze m := K und stop.
Andernfalls,

5) berechne viy1 := Wi/ Niy1 k-

In Schritt 2) des Algorithmus werden die h;x wie im Schmidtschen
Orthogonalisierungsverfahren so bestimmt, dafl

wyg L v, dh vika =0,

furi =1,...,k gilt. Falls ||wk|; # 0 liefert deshalb Schritt 5) einen neuen
Vektor vgy;, der zusammen mit vy, - - -, vk ein Orthonormalsystem bildet.
Wir werden sehen, dafl der Algorithmus mit dem gleichen Index m abbricht,
der oben eingefiihrt wurde.

Durch Induktion zeigt man, dafl das Verfahren orthonormale Vektoren
vy, - -+, Um mit der Eigenschaft

(8.7.2.4) spanfvy, - - -, vk] = Kk(rg, A) = span]rg, Arg, - - -, Akflro]
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fiir K < m liefert. Genauer besitzt vk fiir 1 < k < m sogar eine Darstellung
der Form

k
(8.7.2.5) ve=Y_yA T mit p#0,
j=1

d.h. der Koeffizient y von AX~!ry ist von 0 verschieden. Denn dies ist fiir
k = 1 nach Definition von v; = ry/g richtig. Falls (8.7.2.5) fiir ein k > 1
gilt, ist nach Induktionsvoraussetzung v;i € Ki(ro, A) fiir i < k und es folgt
wegen (8.7.2.5)

k
Avk =) 1 Alrg,  nw#0,
=1

und damit
k k
Wk = Z Y AJF() - Z hj,kvj.
j=1 j=1

Nach Induktionsvoraussetzung besitzt jedes vj mit 1 < j < K eine Darstel-
lung

j
vj = Z(Si Ai_lro,
i=1

also hat wy die Form

k

wy = ZejAjro mit ex =y # 0.
j=1

Falls nun hyix = |Jlwk| # 0, folgt wegen vkt = wi/hyy1k die Behaup-
tung (8.7.2.5) fir k + 1.

Fiir wy = 0 ist also A¥ry eine Linearkombination der Alry mit j < k—1,
d.h. der Abbruchindex m = k des Arnoldi-Algorithmus ist der gleiche Index
m, der oben eingefiihrt wurde,

m = max{k > 1 | dim Ky (ro, A) = k}.

Die n x k-Matrizen Vi := [vy, va, ..., vk] besitzen orthonormale Spalten,
VkTVk = ly, die eine Basis von Kg(rg, A) bilden,

Kk(ro, A) = {Vky | y € R¥}.

Jedes X € X + Kk(rg, A) besitzt also die Darstellung X = Xy + VY fiir ein
y € RK,
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Die Rekursionen des Arnoldi-Verfahrens lassen sich kompakt mit Hilfe
der (k + 1) x k-Hessenbergmatrizen

hit hip oo hig
hot hap oo ok
Hee=| 0 . .+ |, 1<k<m,
: - . ek
0 - 0 hik

und ihren K x K-Untermatrizen Hg, die man durch Streichen der letzten
Zeile von Hy erhilt, darstellen.

Denn aus den Formeln der Schritte 3) und 5) des Algorithmus folgt
sofort fir 1 <k <m

k+1

k
Avg = Z hi kv = Z hi kv + w,
i=1 i=1

sowie fiir K = m wegen wy =0

m
Avm = Z h|mv| .
i=1

Diese Beziehungen sind dquivalent zu
(8.7.2.6) AVm = VmHm
bzw. fir 1 <k <m

AVi = ViHe + wigl, & :=(0,---,0,1) € RX,

(8.7.2.7) i}
VAR

Aus diesen Formeln folgt sofort fir 1 < k < m (wegen VkT wg = 0)

(8.7.2.8) Hk = V. AVk.

Wir notieren folgende Eigenschaft der Hy:
(8.7.2.9) Die Matrix Wy, ist nichtsinguldr und es gilt rg He = K fiir k < m.

Denn andernfalls gibe es ein y € R™, y = 0, mit Hny = 0. Dann ist
Z:= VpY # 0 und aus (8.7.2.6) folgt sofort

Az = AVpY = VaHny =0,
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im Widerspruch zur Nichtsingularitit von A. Der Beweis von rg Hy = K fiir
k < m folgt direkt aus dem Nichtverschwinden der Subdiagonalelemente
hj+1,j, J = 1,2,---,k, von Hy fir k <m.

Mit Hilfe der Matrizen Hy, Hy und Vi 148t sich die Losung Xy von
(8.7.2.1) leicht berechnen. Zunéchst besitzt jedes X € Xy + Kg(ro, A) die
Form X = X, + VY mit einem Vektor y € R¥. Es folgt wegen ry = v; =

BVis 18, & = (1,0,---,0)7 e R<1, Vi1 Vig1 = |, und (8.7.2.7) fiir
k<m
Ib— AX]l2 = lIb — Axo — AVkyI>

= [Iro — Vicer Hiy 12

= [[Vis1 (B& — Hey) 2

= 1188 — Ayl
Die Losung yi des linearen Ausgleichsproblems
(8.7.2.10) min || A& — Heyll

yeRk

liefert die Losung Xk von (8.7.2.1), Xk = Xo + VkYk.

Fir K = m zeigt man unter Verwendung von (8.7.2.6) auf die gleiche
Weise fiir X € Xo + Kn(ro, A)

Ib— AXll2 = lIro — AVmYll2

(8.7.2.11) = [[Vm(Be1 — HmY) |2
= ||Be; — HmYll2,
wobei jetzt e = (1,0, ..., 0)" € R™. Man kann nun den Abbruchindex m

von (8.7.2.3) auf eine weitere Weise mit Hilfe der Xk (8.7.2.1) charakteri-
sieren:

(8.7.2.12) Falls A nichtsinguldr ist, ist Xm = A~'D die Lésung von AX = b,
und fiir alle K < m gilt X # A~'D: Der Abbruchindex m ist der erste Index
K fiir den xx = A~'b die Losung von AX = b ist.

Beweis: Wir verwenden (8.7.2.8). Fiir K = m ist Hp, nichtsingulér, so
daf} es genau ein Y, € R™ mit Hynym = Be; gibt. Also ist wegen (8.7.2.11)
das entsprechende Xpy, := X9 + VimYm Losung von Ax = b.

Fir k < m sind alle Subdiagonalelemente hit1j, ] =1,2,...,k, der
Hessenbergmatrix Hy von Null verschieden. Das lineare Gleichungssystem
h]ﬁ] . hl,k ﬁ
- h - : 0 _

Hky = 2.’1 ’ y=1|.|=588
. . hk,k .

O cee hk+1k 0
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kann deshalb nicht 16sbar sein: Denn die eindeutige Losung der letzten k
Gleichungen ist wegen hj;;; # 0, nur der Nullvektor y = 0, der aber
wegen B # 0 keine Losung der ersten Gleichung ist. O

Die linearen Ausgleichsprobleme (8.7.2.10) kann man mit Hilfe von
Orthogonalisierungsverfahren [siche Band I, Abschnitt 4.8.2] 16sen, wobei
man ausnutzt, daB Hy eine Hessenbergmatrix ist. Haupthandwerkszeug sind
(k + 1)-reihige Givensrotationen £2; = £2jj+1 (j=1, 2, ..., k) vom Typ
£2j,j+1 [siehe (6.5.2.1)]

1

Ihre Parameter Cj, S; werden so gewdhlt, daf3 in der Folge von Matrizen
He — 21 He > 2:(21H) — -+ = (21 -+ 21H) =2 Re

alle Subdiagonalelemente der Reihe nach annulliert werden und eine obere
(k + 1) x k-reihige Dreiecksmatrix

X ... X
0 ... x
entsteht. Die gleichzeitige Transformation des Vektors gy := 88 e R*!
Go = $21G0 = -+ = (21 -+ $2100) =1 Ok

liefert schlieBlich einen Vektor

V1
_ gk V2 K
= , =] . |eR
Ok [ et } Ok :
Yk

(die Bezeichnung erklart sich dadurch, dal sich die Komponenten yy, ...,
y von (x im weiteren Verlauf des Verfahrens, K — k+ 1 — ..., nicht
mehr dndern werden).
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Wir illustrieren das Verfahren fiir K = 2. In der Skizze bedeutet B i> C
die Linksmultiplikation mit der Matrix §2, C := £2B. Mit * werden die Elemente
bezeichnet, die sich bei den einzelnen Transformationen dndern.

. X XX 9 o Pk k|xT7 o X X[X
[H2,GO]=[X X 0}—3[0 * *}—2{%]=
0 X 10 01

X

Nun ist Qg := §2«§2«_1 - - - §21 eine unitire Matrix, so daf3
IB& — Hiyll2 = | Qe(B& — HikY)ll2 = IIG« — ReYlla.

Man erhélt deshalb die Losung Yk des Ausgleichsproblems (8.2.7.10) als
Losung von

e A o O | _ | R H
min |G — Reyl2 = min | [ml} [ 5 }y .
und damit als Losung Yy := Rk_lgk des linearen Gleichungssystems

(8.7.2.13) ok = Ruy.

Dann ist Xx := Xp + Vi Yk die Lé')sung> von (8.7.2.1_) [man beachte, daf} fiir
k < m wegen rgHx = Kk auch rg R¢ = rg(QxHk) = k ist, so daB Ry
nichtsingulér ist].

Also ist die Grofie des Residuums b — Axy gegeben durch
(8.7.2.14)  |lb— Axcll2 = lI8& — Hyll2 = 18k — ReYkll2 = [Pt 1.

Es ist nun wichtig, daB man sich beim Ubergang k — 1 — k einen groflen
Teil der Rechenarbeit sparen kann: Der Grund ist, daB3 sich Hx von Hg_
im wesentlichen nur durch eine zusitzliche Spalte unterscheidet,

[ hir oo hike hik 7
hy 1
H = 0 . hyoikes : ’
: i k-1 hi
. 0 ... 0 Pk

namlich um die letzte Spalte
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hy
hk = 5
i k
Py 1k
deren Komponenten in den Schritten 2) und 3) von (8.7.2.3) neu berechnet
werden. Die Matrix Qy_1Hk, Qk_1 := £2x_1---£2¢, besitzt ndmlich die
Form
) Re1 Tk B Mk )
QuiHk=| 0 p |=R¢ mit | p |:= Qu_ihy, rxeR*"
0 o o
Es muB also nur die letzte Spalte fy von R¢ mit Hilfe des Produkts
Mk
(8.7.2.15) fk = |:,0 :| = Qu-1hk = 2«12k - - - 210y
o

neu berechnet werden.

Die Matrix Ry bringt man durch passende Wahl einer einzigen (k + 1)-
reihigen Givensrotation §2y des Typs §2x k41 mit Parametern Cx, S auf obere
Dreiecksgestalt:

5 R Tk _ ) Re R T
Rk=|: 0 pj|—>.QkRk=ZRk=|:0:|=|: 0 rk,kj|-
0 o 0 0
Folgende Wahl

(8.7.2.16) Ck :

__h __

leistet das Verlangte. Insgesamt gilt also fiir die letzte Spalte Fx von Ry

Mk

Mk .

(8.7.2.17) Mk = |:rk,k:| = : = fk, Mk = \/,02 + 02,

0 M,k

0
Skizze fir k =3 :
X X X X
= X £23 X =

Q™ X X
S % X X
.Il.

X
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Nun ist & € R*! der erste Einheitsvektor in R<*!. Setzt man g, := &,
so besitzt der Vektor Qx_10y (wegen Qk—; € Rk’l) die Form

Y1
Qk-100 = [gl;)_li|, mit Ok = :
Yk—1
L o
Also gilt fiir Ok := 2k2—1 - - - £21Go
Y1 )/.1
Ok = J/:k =~Qk[gkoli| =2\ py |-
— Yk
Yk+1 o0
d.h. es gilt
(8.7.2.18) Y = CkVk> Pkl = SkPk-

Illustration des Schritts K — 1 — Kk fiir k = 3:

~ Y1 X X 14!

|: 92 ] = )52 = X &) X = J/Z = G3 .
V3 X * V3
0 0 * V4

Die Grofie des Residuums b — Axy 148t sich also wegen (8.7.2.14) und
(8.7.2.18) rekursiv berechnen, ||b — Axkll2 = |k+1] = |Skikl, so daB

b — Axlla = ¥kt = [SkSk—1 - - - SIB.

Man kann deshalb die GroBle des Residuums ||[b — AXk||, bestimmen, ohne
vorher Yy als Losung von Rgy = gk und Xx = Xo + VkYk zu berechnen.
Dies kann man im GMRES-Algorithmus ausnutzen, indem man zu einer
gewiinschten Genauigkeit € > 0 erst dann die Ldsung Xx von (8.7.2.1)
berechnet, wenn |y 1] = |SkS—1 - S11B8 < € ist.

Wir wollen kurz zeigen, dal man auch die Vektoren Xy rekursiv berechnen
kann. Wegen

X = X0 + VicYk = Xo + ViR 'gk = Xo + Pigi

fihren wir die Matrizen Px := VW Rk_l = [p1,..., Px] mit den Spalten pj ein.
Wegen
_[Rk—1 Tk }
Rk_[ 0 ek d’



8.7 Krylovraum-Methoden 329

erfilllt dann Py genau dann die Gleichung

Vie=[or, ool = PRe= [P pd [ R T ]

k,k

wenn vk = Px_1rk+r k Pk. Dies liefert folgende Rekursionsformel fiir die Vektoren
pi:

(8.7.2.19) Pk = @(Uk - Zrl <Pi).
i=1

Wegen
Pk = [Pkt pk][gk '] = Pergen + i

erhélt man die folgende Rekursionsformel fiir die Xy

(8.7.2.20) Xic = X0 + POk = Xk—1 + ¥k P

Ihr Gebrauch ist aber i.allg. nicht ratsam: Man erspart sich zwar die Speicherung
der Matrizen Ry, sie erfordert aber wegen (8.7.2.19) die Speicherung und die mit
wachsendem K immer teurere Berechnung der Vektoren py, kK > 1. Wir werden

weiter unten sehen, dafl die Situation sich dndert, wenn die Hx Bandmatrizen mit
einer kleinen Bandbreite | < n sind.

Ein gewisser Nachteil des Arnoldi-Verfahrens (8.7.2.3) ist es, daB3 un-
ter dem EinfluB der Rundungsfehler die berechneten Vektoren vj, i < Kk,
nicht exakt orthogonal sind und sich ihre Orthogonalitit mit wachsen-
dem k weiter verschlechtert [dies ist ein bekannter Nachteil des Gram-
Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens, sieche Band I, Abschnitt 4.7
fiir eine Analyse des Phinomens]. Eine drastische Abhilfe besteht in der
Nachorthogonalisierung von vk, 1, in der ein frisch berechneter Vektor vy,
noch einmal an den bereits akzeptierten Vektoren vy, .. .,vx orthogonalisiert
wird

Uk1 —> Uk i= Vgl — Z(UiTﬁkH)Ui,
i=1
bevor er akzeptiert wird, vky; := Uky1/||0ke1ll2. Natiirlich bedeutet dies
eine Verdoppelung des Rechenaufwands. Eine billigere Verbesserung der
Orthogonalitét der berechneten v; erhilt man bereits ohne zusétzlichen Re-

chenaufwand, wenn man die Schritte 1)-3) des Arnoldi-Verfahrens (8.7.2.3)
ersetzt durch
1)  Berechne w := Auvy.
2 Firi:=1,2,...k
berechne h;  := viTw, w = w — hj ;.

3")  Berechne hiy x := |[wll2 und setze wy := w.
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Ein sehr viel gewichtigerer Nachteil des GMRES-Verfahrens ist es,
daB anders als im cg-Verfahren (8.7.1.3) der Rechenaufwand flir den k-
ten Schritt kK — 1 — k wegen der Orthogonalisierung von Avy an den k
Vektoren vy,. .., vk linear mit K anwéchst. Man fiihrt deshalb das GMRES-
Verfahren hiufig mit N-periodischen restarts entsprechend dem folgenden
Schema durch, wobei 1 <n <« n (zB. h=10):

(8.7.2.21) GMRES(n):
0) Gegeben X, berechne ry := b — AXy.

1) Berechne Xz mittels des GMRES-Verfahrens.
2) Setze Xy := Xn, gehe zu 0).

Nachteilig ist hier, dafl die Informationen, die in den Vektoren vy, ...,
vp stecken, bei jedem restart verloren gehen.

Anstelle von restarts kann man auch die Anzahl der Orthogonalisie-
rungen in Schritt 2) des Verfahrens kiinstlich begrenzen: die Vektoren Avg
werden dann nur noch an den letzten | Vektoren vk, vk_1, ..., vk_|41 ortho-
gonalisiert, wobei | <« n eine fest gewéhlte Zahl ist (hier gehen also nur die
Informationen verloren, die in den alten Vektoren vg_j mit i > | stecken).
Man erhilt so ein verkiirztes GMRES-Verfahren, indem man in (8.7.2.3) die
Schritte 1)-3) ersetzt durch

1") Berechne w := Auy.
2 Fiiri =max{l,k—1+1},..., Kk
berechne hix := vl w, w := w — hj xv;.

3") Berechne hyy1 k := ||wll2 und setze wy = w.
Das Verfahren erzeugt dann (k 4 1) x k-Hessenbergmatrizen Hy der Band-
breite |, sowie k x k-Dreiecksmatrizen R, der Bandbreite | + 1.
Skizze fir Kk =4 und | = 2:

X

X X

Hy =

o oo x
oo x X X
O X X X O
X X X ©O

&

Il

X X X
X X X ©

Die Relationen (8.7.2.7) bleiben erhalten, aber die Spalten der Matrizen
Vi = [vy, . .., vk] sind nicht mehr orthogonal. Trotzdem sind fiir k < m die
Vektoren vy, ... vk linear unabhingig und bilden eine Basis von Kg(rg, A)
(s. (8.7.2.4), der dort gegebene Induktionsbeweis bleibt giiltig), so dal3 jedes
X € Xo + Kk(rg, A) die Form x = Xy + VY besitzt. Wegen der fehlenden
Orthogonalitdt der v; gilt aber fiir K < m nur
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b — AX[2 = b — Axo — AVYIl2
= [Iro — Vice1 Hiy 12
= || Vir1(B& — Hey) 2
# 1B& — Heyla,

so daB3 die Minimierung von || € — Hiy > nicht mehr mit der Minimierung
von ||b — AX||; dquivalent ist. Da die v; i.allg. ndherungsweise orthogonal
sind, ist es trotzdem sinnvoll, die Optimalldsung Yk von

myin 188 — Hiyll2

und den zugehorigen Vektor Xy := Xo + VkVYk zu berechnen: Xx wird dann
zwar ||b — AX||, auf Xy + Kg(ro, A) nicht exakt minimieren, aber mit guter
Néaherung.

Da die Hy und die Dreiecksmatrizen Ry jetzt Bandmatrizen der Band-
breite | bzw. | + 1 sind, ist es fir | <« n vorteilhaft, die Rekursionsfor-
meln (8.7.2.19) und (8.7.2.20) zu verwenden: Fiir die Durchfiihrung des
Verfahrens mu8 man dann nur die letzten | Vektoren wvy,..., vk_j+1 und
| zusitzliche Vektoren py_p, ..., Pk— speichern; die komplette Speiche-
rung der Matrix Ry entfillt, nur die letzte Spalte von R¢ wird bendtigt.
Die Formeln (8.7.2.15) und (8.7.2.19) vereinfachen sich wegen h; x = 0 fiir
i<k—-ILrix=0firi <k—I—-1zu

fk = 2k-182—2 - - - S2k1hy,

k—1
1
P = — (vk — FikPi)-
Mk izmaqu:,kA}

Insgesamt erhilt man so das folgende quasi-minimale Residuen-Verfah-
ren (QGMRES-Verfahren):

(8.7.2.22) QGMRES(l):
Gegeben € > 0, 2 <| « n ganz,
und ein Xy mit ry := b — Axy # 0.
0) Setze B := y := |Iroll2, v1 :=T1o/B, k:= 1.
1) Berechne w := Auvy.
2) Firi=1,2,...,k, berechne

T

0, fallsi <k —1,
hi’k = v w, sonst
i E) )

w = w — hj k.
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3) Berechne hyyix = [w]l2,
und damit den Vektor hy = [hy, ..., hrrk]'
4) Berechne Fk = Qk—l-Qk—z s .Qk_| ﬁk,
die Rotationsparameter Cy, S mittels (8.7.2.16),
Yk Yka1 mittels (8.7.2.18)

und den Vektor [s. (8.7.2.17)]

M1k
r'k = . = .Qkfk.
Mk.k
0
5) Berechne
1 k—1
Pk = r_(vk - Z FikPi)-
k.k i=max{1,k—I}

6) Setze Xk := Xk—1 + Yk Pk-

7) Falls |Ys1] < &, stop.
Andernfalls
setze vy = W/ hp1k K=K+ 1 und gehe zu 1).

Fiir symmetrische, aber indefinite Matrizen A = AT ist das Arnoldi-Verfahren
mit dem Verfahren von Lanczos (6.5.3.1) identisch: Man kann wie in Abschnitt
6.5.3 zeigen, dafl dann alle Skalarprodukte hj x = viT Ak =0firl <i <k-2
verschwinden und daf}

hkker =hkrrk, k=1,2,...n,

gilt. In diesem Fall sind also die Matrizen

hip hip 0
Hi := h2.1
. -1,k
0 Pick—1 ik
symmetrische Tridiagonalmatrizen. Es liegt also hier von Haus aus, ohne eine
kiinstliche Verkiirzung, die Situation | = 2 des QGMRES-Verfahrens vor. Das

QGMRES-Verfahren vereinfacht sich dann zu dem SYMMLQ-Verfahren von Paige
and Saunders (1975), das hier aber nicht ndher dargestellt werden soll: Das
QGMRES-Verfahrens ist als Verallgemeinerung dieses Verfahrens anzusehen.

Es ist ebenfalls moglich, die Konvergenz des GMRES-Verfahrens durch
Vorkonditionierungstechniken dhnlich wie beim cg-Verfahren (8.7.1.10) zu



8.7 Krylovraum-Methoden 333

beschleunigen: Diese Techniken beruhen auf der Wahl einer geeigneten
Vorkonditionierungsmatrix B mit den folgenden Eigenschaften:

1) B ist eine gute Approximation von A, so daB B~'A bzw. AB~! gute
Approximationen der Einheitsmatrix sind.

2) Gleichungssysteme der Form Bu = v sind leicht 1sbar, d.h. B~ 'v ist
leicht berechenbar.

Die Eigenschaft 2) ist z.B. dann erfiillt, wenn man eine L R-Zerlegung
von B = LR mit diinn besetzten Dreiecksmatrizen L und R kennt.

Anders als beim cg-Verfahren kann man zu gegebenem B zwischen
zwel Vorkonditionierungstechniken wéhlen: Bei der Linksvorkonditionie-
rung wendet man das GMRES-Verfahren auf das zu AX = b édquivalente
System

B~'Ax=B"'b,

und bei der Rechtsvorkonditionierung auf das System
AB 'u=b

in den neuen Variablen u = BX an. Wir gehen hier nur auf die Links-
Vorkonditionierung ein. Man hat dann im GMRES-Verfahren lediglich die
Matrix A durch B~'A und das Residuum ry = b — Axy durch das neue
Residuum gy := B~'b — B7'Axy = B~r; zu ersetzen. Man erhilt so statt
(8.7.2.3) folgendes Verfahren:
(8.7.2.23) GMRES mit Linksvorkonditionierung:
Gegeben € > 0, Xg mit ro :=b — Axy #£ 0.
0) Berechne 0y := B~'ro, B := 7 := [|Goll2, v1 := 0o/
und setze K .= 1.
1) Berechne w := B! Ay
2) Firi=1,2,...,k
berechne h; i 1= viTw, w = w — hj k.
3) Berechne hyyx = |lwll2 und s [s. (8.7.2.18)].
4) Falls |pq1| > €,
berechne vy := w/ gy k, setze K:=k+1
und gehe zu 1).
Andernfalls,
5) bestimme die Losung Yk von (8.7.2.13), berechne
Xk 1= Xo + ViYk, setze M := K und stop.
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Die Krylovraume Ky (dg, B™'A), k=1, 2, ..., besitzen jetzt die ortho-
gonalen Basen vy,. .., vk und das Verfahren liefert schlieBlich als Resultat
den ersten Vektor Xm € Xo + Km(tp, B~' A) mit

1B~ (b — AXm) [l = min{| B~ (b — AW)[l2 | U € Xo + Kin(Go, B™'A)}

< €.

8.7.3 Der Biorthogonalisierungsalgorithmus von Lanczos
und das QMR-Verfahren

Es gibt weitere Krylovraum-Methoden zur Losung allgemeiner linearer Glei-
chungssysteme AX = b mit einer nichtsinguldren n x n-Matrix A, die im
Unterschied zu den bisher behandelten Methoden mit zwei Krylovrdumen,
Kk(vi, A) = span[vi, Avy, ..., ANy ],
Ki(wi, AT) = spanfw;, ATwy, ..., (AD*w],
arbeiten.
Sei Xo wie bisher eine Ndherungslosung von AX = b mitry = b— Ax, #

0. Der folgende Biorthogonalisierungsalgorithmus von Lanczos (1950) geht
dann von dem speziellen Vektor

vy i=ro/B, B :=lroll2,

und einem beliebigen weiteren Vektor w; € C" mit |jwy||; = 1 aus (in der
Regel wihlt man w; := v;). Er hat zum Ziel, eine moglichst lange Folge
von linear unabhéngigen Vektoren v; bzw. linear unabhiangigen Vektoren wj,
i =1,2,...,zuerzeugen, die die Krylovraume Ky (v;, A) bzw. Ki(w;, AT),
k > 1, aufspannen,

span[vy, ..., vk] = Ki(vi, A),  span[wi, ..., wx] = Kx(wy, AT),
und die folgende Biorthogonalititseigenschaft besitzen:
wiij _ {8,- #0 firi=],
0 sonst.
(8.7.3.1) Biorthogonalisierungsverfahren:
Gegeben Xg mit ro :=b — Axy # 0.

0) Setze B :=|roll2, v1 :=To/B,
wihle w; € C" mit ||wq||; = 1, und setze vy := wo := 0, k := 1.

1) Berechne &y := wgvk. Falls 8k = 0, setze m := K — 1 und stop.
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Andernfalls,
2) berechne oy = wg Avk/8k, B1:= €1 := 0 und fiir kK > 1,
Be: okdk o - Pk
k= ki=——
Sk-1’ Skt
sowie
Uks1 := Avk — agvk — Brk—1,
~ T
Wkt1 = A’ Wk — AWk — ExWk—1.
3) Berechne pyy1 = |Vks1ll2, oks1 := k12

Falls pxy+1 = 0 oder oy = 0, setze m := K und stop.
4)  Andernfalls berechne viy) := Vk+1/Pk+1, Wktl := Wkt1/Ok+1-
Setze K := K+ 1 und gehe zu 1).

Der folgende Satz zeigt, dafl die vy, wk die verlangten Eigenschaften
haben:

(8.7.3.2) Satz: Sei m der Abbruchindex von (8.7.3.1). Dann gilt fiir alle
1<k<m

spanfvy, ..., u] = Kk(vi, A),

(8.7.3.3) T
span[wy, ..., wx] = Ki(wy, A'),
sowie
T |8 #0 firj=Kk
(8.7.3.4) wkvj—{o fiir j £k j=1,...,m
Die Vektoren vy, ..., vy bzw. die Vektoren wy, ..., wm sind linear un-
abhdngig.

Beweis: Die Eigenschaft (8.7.3.3) folgt sofort aus den Schritten 2)—4)
des Verfahrens. Die Biorthogonalitit (8.7.3.4) zeigt man durch vollstdndige
Induktion. Wir nehmen dazu an, daB (8.7.3.4) fir ein Kk mit 1 < k < m
gelte:

wivy =0, vw =0 1<i<j<k

Wegen k < mist dann §; # 0 fiir alle j <K, es ist px+1 # 0, ok+1 # 0 und
es sind vxy; und wyy; wohldefiniert. Wir wollen zeigen, daf3 dann auch die
Vektoren vy, ..., vk+; und wy, ..., wgy; biorthogonal sind.

Als erstes beweist man w vk, = 0 fiir i < k. Fiir i = k folgt nimlich
aus der Definition von vy, 1, der Induktionsvoraussetzung und der Definition
von ay
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1
T T T T
Wy Vkt1 = p_[wk Avk — axwy vk — Bewy vk—1]

K1

1
= —[wII Avg — akwgvk] =0.
Pk+1
Fiiri < k—1 erhdlt man aus der Induktionsvoraussetzung und der Definition
von Wy, zunéachst

1
T T T T
wi k1 = —[w; Avk — aw; vk — Bew; vk—1]

Pk+1

1
T T
= —[w; Avk — Brw; vk-1]
Pk+1

1 -
——[vg @i+ @iwi +€wi_y) — Baw; vk_1]
Pk+1

1 T T T T
= P [(0i 1V Wig1 + @iy wi + € v wi—1) — Brw; vk—1].
k+1

Die Induktionsvoraussetzung liefert dann wiT vkp1 = 0 firi < k—1, und
fir i = k — 1 wegen der Definition von Sx

T T
Wi Vk+1 = Wy Vk+1

1
——[(ovg wk + 0 + 0) — Bawy_ vk_1]
Pk+1

1
= —[(okdk — Bkdk-1)] = 0.
Pk+1

Auf die gleiche Weise zeigt man viT wks1 = O fiir alle i < k. SchlieBlich ist
(8.7.3.4) mit der Matrixgleichung

W Vi = Dpy
mit den Matrizen Vk := [vy, ..., w], Wk := [wi, ..., wk], und den Dia-
gonalmatrizen Dy := diag (6, ..., 8k) identisch. Da Dy, nichtsingular ist,
folgt aus WnT1 Vi = Dn, sofort rg Vi = rg W = m. O

Ahnlich wie bei dem Arnoldi-Verfahren kann man die Rekursionsfor-
meln von (8.7.3.1) mit Hilfe der Matrizen Vi, W und der Tridiagonalmatri-
zen

o ,32 . 0 o1 € cee 0

P2 ay - : 0y
Tk = : ﬂk s S< = €k
oy (243

0 oo e Pkl 0 e oo Okl
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und ihrer k-reihigen Untermatrizen T bzw. &, die man durch Streichen der
letzten Zeile von Ty bzw. S erhilt, ausdriicken: Man zeigt wie beim Beweis
von (8.7.2.6), (8.7.2.7) fir k < m

AV = Vi1 Tk = VicTic + D1 4
ATWy = Wiy 1 S = WS + k6] -
Wegen W Vi = D, W/ D1 = V] ki1 = 0 folgt
WY AVi = DTy, Vil ATW = DiS:,
sowie wegen W] AVi = (VT ATW)T die weitere Relation
S = DkTD !,
die man auch anhand der Definitionen der Bk und ¢y direkt verifizieren kann.

Das Abbruchverhalten des Biorthogonalisierungsverfahrens (8.7.3.1) ist kompli-
zierter als bei dem Arnoldi-Verfahren (8.7.2.3). Das Verfahren kann einmal in Schritt
4) wegen pi+1 = 0 bzw. ok = 0 abbrechen. Wegen k = rg Vi = dim Ky (v, A) =
rg Wk = dim Ky(wy, AT) ist dies dquivalent zu

dim Kyp1 (v, A) =k bzw. dim Kgp1 (w1, AT) =k,

d.h. mit der A-Invarianz von Ky (v, A) bzw. der AT -Invarianz von Ky (w1, AT). Die
Spalten von Vi (bzw. W) liefern dann eine Basis dieser invarianten Krylovraume
Kk(vy, A) (bzw. Kg(wi, AT)). Es ist deshalb der Abbruchindex m von (8.7.3.1)
kleiner oder gleich n.

Leider kommt es auch vor, dafl der Lanczos-Algorithmus vorzeitig in Schritt 1)
wegen 0 = wg vk = 0 abbricht (obwohl dann beide Vektoren vk und wy von 0 ver-
schieden sind), bevor er eine Basis eines invarianten Krylovraums gefunden hat. Man
spricht dann von einem ,,ernsthaften Kollaps* (,,serious breakdown®) des Verfahrens.
Fiir die Rechengenauigkeit geféhrlich sind bereits Situationen, wenn [dk| ~ 0 sehr
klein wird und das Verfahren fast zusammenbricht (,,numerischer Kollaps®). Diese
Situationen lassen sich aber (fast) alle mittels sog. look-ahead-Techniken entschérfen,
wenn man die Biorthogonalititsforderungen (8.7.3.4) abschwicht. So ist das QMR-
Verfahren von Freund und Nachtigal (1991) eine Variante des Verfahrens (8.7.3.1),
das (fast) alle ernsthaften Zusammenbriiche und zu kleine |5k| vermeidet und trotz-
dem Basen vy, ..., vk und Basen wy, ..., wk der Krylovrdume Kg(vi, A) bzw.
Ki(wi, AT) erzeugt, ohne die Struktur der Matrizen Ty (bzw. &) wesentlich zu
beeintrichtigen: diese Matrizen sind dann Blockmatrizen, ihre Blockkomponenten
ai, Bi, pi, €, oi sind dann nicht mehr Zahlen, sondern einfache Matrizen mit einer
sehr geringen Zeilen- und Spaltenzahl. Thre Dimension wird dabei im Verfahren so
gesteuert, dal zu kleine |8k| vermieden werden.

Wir wollen hier lediglich das Prinzip des QMR-Verfahrens erldutern
und verzichten deshalb der Einfachheit halber auf eine Darstellung dieser
Steuerung, d.h. wir nehmen an, daf das Verfahren (8.7.3.1) nicht nach einem
ernsthaften Kollaps in Schritt 1) wegen dx = 0 abbricht, sondern nur in
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Schritt 4). Es ist dann § # 0 fir alle K < m+ 1. Fiir kK < m liefern die
Spalten von V eine Basis von Ky (vy, A) = Ki(rg, A) und es gilt

AVi = Vigr1 Tk = VicTic + i 1€ -

Jedes x € Xo + Ki(ro, A) 148t sich also eindeutig in der Form X = Xy + WYy
mit einem y € CK schreiben und es gilt wie in Abschnitt 8.7.2

b — Ax|l, = Ilb — Axg — AViYIl>
= |Iro — Vi1 TYll2
= [ Vi1 (B& — TiY) 2,

wobei & :=[1,0,...,0]T € R, Statt ||b — Ax||, auf Xy + Ki(ro, A) zu
minimieren, bestimmt man wie im quasiminimalen Residuenverfahren Yy
als Losung des Ausgleichsproblems

(8.7.3.5) min |68 — Tyl

und setzt X := Xo + VkYk.

Das weitere Verfahren entspricht also genau dem verkiirzten quasi-
minimalen Residuenverfahren QGMRES (8.7.2.22), wenn man dort die
Hessenbergmatrix Hy der Bandbreite | durch die Tridiagonalmatrix T (sie
besitzt die Bandbreite | = 2) ersetzt. Man hat deshalb in (8.7.2.22) lediglich
| = 2 zu wihlen und den Vektor hy durch den Vektor

0
t k :
w=| : |=| g |-
1.k ok
Pk+1

die letzte Spalte von T«, zu ersetzen.

Insgesamt erhélt man so die einfachste Form des OMR-Verfahrens, in
dem die Moglichkeit eines ernsthaften Zusammenbruchs von (8.7.3.1) nicht
beriicksichtigt wird, und dessen allgemeinere numerisch stabile Form von
Freund und Nachtigal (1991) beschrieben wurde.

(8.7.3.6) QMR-Verfahren, einfache Form:
Gegeben Xg mit ro :=b — Axg # 0 und ¢ > 0.
0) Berechne B := ||ryll2, vi = wy :=ro/B und setze K := 1.
1) Mittels (8.7.3.1) bestimme man o, Pk, €k, Pk+1, Ok+1,

Uk+1, Wkt1 und damit die letzte Spalte tx von Tw.
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2) Berechne Iy = 2¢_182x_stk (mit 2_1 = 2y := 1),
die Rotationsparameter Cy, S von 2y wie in (8.7.2.16)
und vk, Yks1 wie in (8.7.2.18).

3) Berechne die Vektoren

M1,k
fk = : = fy,
Mk.k
0
1 k-1
= @(Uk - _Z ri,kpl)

4) Berechne Xx := Xk_1 + Yk Pk-
5) Falls |+1] < &, stop.

Andernfalls setze K := K+ 1 und gehe zu 1).

Ahnlich wie im GMRES-Verfahren kann man auch die Konvergenz des
QMR-Verfahrens mit Hilfe von Vorkonditionierungstechniken beschleuni-
gen [eine Beschreibung dieser Techniken findet man in der Arbeit von
Freund und Nachtigal (1991)]. Vergleichende numerische Beispiele, die
auch das vorkonditionierte QMR-Verfahren illustrieren, werden in Abschnitt
8.10 gegeben.

8.7.4 Der Bi-CG und der Bi-CGSTAB Algorithmus

Das bikonjugierte Gradientenverfahren (Bi-CG-Verfahren, oder auch BCG-
Verfahren) zur Losung eines Gleichungssystem AX = b mit einer nicht-
symmetrischen (reellen) n x n-Matrix A verallgemeinert das klassische cg-
Verfahren (8.7.1.3) von Hestenes und Stiefel. Es ist mit dem Biorthogonali-
sierungsverfahren (8.7.3.1) verwandt und stammt von Lanczos (1950); von
Fletcher (1976) wurde es ndher untersucht.

In diesem Abschnitt bedeuten (v, w) und |v]| stets das iibliche Ska-
larprodukt (v, w) = vTw bzw. die zugehdrige euklidische Norm |v| :=
(v, v)/? im R".

Die folgende Formulierung des Bi-CG-Verfahrens unterstreicht seine
Beziehungen zum cg-Verfahren (8.7.1.3):

(8.7.4.1) Bi-CG-Verfahren:

Start. Gegeben sei ein Xy € R" mit ro ;= b — Axg # 0. Wiihle ein fy € R"
mit (fo, 1) # 0 und setze Py :=ro, Po := fo.
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Fiirk=0,1,...:
Berechne et
Mk, Nk
1) aw=———, Xkgr:i= Xk + akpx,
( (B Ap” ! P

Mert i= Tk — APk, Fee1 = Fr — aAT P
(Fkt1, Tkt 1)

2) by := —_—

@ b (Fi, M)

Pt i= ki1 + kP, Prrt i= Pt + b P
Das Verfahren ist wohldefiniert, solange (fx, rx) und (P, Apx) von Null

verschieden bleiben. Seine theoretischen Eigenschaften sind mit denen des
cg-Verfahrens vergleichbar [s. Satz (8.7.1.4)]:

(8.7.4.2) Satz: Sei A eine reelle nichtsingulire n x n-Matrix, b € R" und
Xo € R", fo Startvektoren mit (fy,r9) # 0, ry := b — AXg. Dann erzeugt
(8.7.4.1) Vectoren Xk, Pk, Px, Tk, fk mit folgenden Eigenschaften:
Es gibt einen ersten Index m < n mit (fm, rm) = 0 oder (Pm, Apm) = 0, fiir
den die Aussagen (1)—(6) von (Am) gelten:
Am) (1) (B, =, p)=0firi <j<m,
2) (fi,ri) #0 fiiri <m,
(Fi, p) = (Fi,ri) = (Bi,ri) #0 fiiri <m,
3) (B, Ap) = (ATP. p) =0firi <j=<m,
(B, Api) # 0 fiiri < m,
@ (F,rp) =F,r)=0firi <j<m,
(5) ri=b—Ax fiiri <m.
(6) Firi<m:
span[ro, M,..., 0
span[fo, fl, P

= Span[p()’ Pi,..., pl] = Ki+1(|’0, A),

= span[fo, Pr. ..., Bi] = Kip1(Fo, AT).
Beweis: Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz (8.7.1.4) durch

Induktion gefiihrt: Die Aussage (Ay) ist trivial richtig. Fiir jedes k > 0 zeigt

man wie im Beweis von (8.7.1.4) die Implikation

Ak, P Ap) #0, (i, ) #0 = (Akt),

ein Beweis, der dem Leser liberlassen ist. Aus (Ak), (2), (4) folgt insbeson-
dere, daB die Vektoren rj, fj fiir i < k nicht verschwinden und biorthogonal
sind,

(fi,rj) = (fj,l’i) =0 firi <j<k
Also sind die rj, i =0, 1, ...k—1, und auch die fj, i =0, 1, ...k —1,
linear unabhingige Vektoren im R", so daB k < n. Also existiert ein erster
Index m < n, fiir den (fm, rm) = 0 oder (Pm, Apm) = 0 gilt. O
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Die Iterierten X; existieren fiir i = 0, 1, ..., m, aber sie besitzen keine
Minimaleigenschaften bzgl. der Menge Xy + K (ro, A) (wie die Iterierten
des cg-Verfahrens, s. (8.7.1.7)), sondern nur die Galerkin-Eigenschaft

(w,b— Ax) =0 fiir alle w € Ki_(fy, AT).

Diese folgt sofort aus (Am) (1),(4).

Das Verfahren besitzt dhnliche und sogar noch kompliziertere Ab-
brecheigenschaften als das Biorthogonalisierungsverfahren (8.7.3.1) von
Lanczos: Zunichst stoppt das Verfahren, falls (Pm, Apm) = 0, auch wenn
beide Vektoren py, und Pm nicht verschwinden: Man kann zeigen, daB3 dies
genau dann geschieht, wenn es kein Xni; € Xo + Kmei(rg, A) mit der
Galerkin-Eigenschaft gibt. Das Verfahren stoppt aber auch, falls (f, rm) =
0, auch wenn beide Vektoren ry, und f, von Null verschieden sind: Dies
geschieht genau dann, wenn der Lanczos Algorithmus (8.7.3.1) fiir die Start-
werte vy = ro/||Foll, wy := fo/||fo]l mit einem ,,serious break-down* ab-
bricht [siehe Abschnitt 8.7.3].

Ein weiterer Nachteil ist es, daBl die GroBen |ri|| der Residuen mit
i erratisch schwanken koénnen, bevor sie sich fiir groles i ,,beruhigen®.
Ebenso leidet die Genauigkeit der berechneten Vektoren ry, fx, pk, Pk, und
Xk erheblich unter dem Einflul von Rundungsfehlern, wenn die kritischen
Groflen R R

(P, o) (P, Apx)
Pl 1Bl AP
klein werden werden und das Verfahren ,,fast abbricht.

Das erratische Verhalten der Residuen ry kann jedoch erheblich ver-
bessert werden. Auf der Basis von Resultaten von Sonneveldt (1989) hat
van der Vorst (1992) einen Algorithmus vorgeschlagen, das Bi-CGSTAB-
Verfahren, der das Bi-CG-Verfahren stabilisiert. Zur Beschreibung dieses
Verfahrens bendtigen wir einige weitere Eigenschaften der Vektoren, die
das Bi-CG-Verfahren (8.7.4.1) erzeugt. Der folgende Hilfssatz wird ohne
Beweis mitgeteilt (man beweist ihn leicht mit Hilfe von (8.7.4.1) durch
Induktion bzgl. k):

(8.7.4.3) Hilfssatz: Es gibt Polynome R(wn), Pc(p), k=1, 2, ..., m, des
Grades k mit R¢(0) = 1, Ry(n) = Py(n) = 1, die die Eigenschaften

rk = Re(A)ry,  fic = Re(ADfy o .

P = Pu(Aro,  Pre= Pu(ADfo T
besitzen und folgenden Rekursionsformeln gentigen
G744 R0 =Radw - anPw) } o1 me

Per1 () = Ri1 (1) + biPe(w)
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Aus den Rekursionen folgen explizite Formeln fiir die hochsten Terme
dieser Polynome firk =1, 2, ..., m:

Ra(w) = (=1 avay - - a1 + O (™)
P(r) = (=D*a0ay - - - a1 i + O(u")

AuBerdem folgt aus der Aussage (Any) (4) von Satz (8.7.4.2) die Ortho-
gonalitétsrelation

(8.7.4.6)
(R (AT)fo, R (A)g) = (Fo, R (AR (A)rg) =0 fori < j <m.

(8.7.4.5)

Wir fiihren nun neue Vektoren ein,

Tk := Q(A)R(A)ro = Qr(A)ry,

=0,1,...,
P := Qr(A) P(A)ro = Qi(A) px,

die durch die Wahl weiterer reeller Polynome Qg (i) vom Grad k der Form

Qu(w) = (I =) (1 — wrpt) - - - (1 — wype)

definiert sind. Die Qg héngen noch von frei zu wihlenden Parametern wj
ab und geniigen jedenfalls der Rekursionsformel

(8.7.4.7) Qut1(1) = (1 = o) Qu(p).

Es wird sich herausstellen, daB man die Vektoren fy und pyx (und die zu-
gehorigen Vektoren Xy mit den Residuen b — Axy = Fi) direkt berechnen
kann, ohne die vom Bi-CG-Verfahren erzeugten Vektoren zu verwenden.
Uberdies kann der Parameter wy von Qk so gewihlt werden, daB3 die GroBe
des neuen Residuums r minimal wird.

Um dies zu zeigen, bemerken wir zunichst, daB die Rekursionen
(8.7.4.4) und (8.7.4.7) zu einer Rekursion fiir My und Py fithren:

Fir1 = Qi1 (A) Ry 1 (A)rg
= (1 = 2 A QWA Re(A) — aAPA 1o
(87480 = [QAIR(A) — aAQuAR(A Jro

— o1 Al QUAIRAA) = aAQUAIR(A) [ro
= Mk — aAPk — o1 Al — aAPk),

sowie



8.7 Krylovraum-Methoden 343

P+1 = Qi1 (A) Pt 1(A)rg
= Qurt (A Rer1(A) + BeP(A) Jro
= Fir1 + (1 — 0k A [k Qr(A) P(A) Jro
= Fit1 + B(Px — @k1 AP).

Als nichstes zeigen wir, daB die ax und by mit Hilfe der Vektoren r;
und P; ausgedriickt werden konnen. Dazu fithren wir neue GroBen px und
Pk ein,

(8.7.4.8b)

ok =(k, T,
(8.7.4.9) o :=(Fo, Fi) = (Fo, Q(A) R(A)rg)
=(Qk(ADfo, Re(Aro).
Nun besitzt Qx(u) den fithrenden Term
(—D*oy -+ @ k.

AuBerdem kann wegen (8.7.4.5) jede Potenz ' miti < k(< m) als Line-
arkombination der Polynome R;j(u) mit j < k geschrieben werden. Also
liefern die Orthogonalititsrelationen (8.7.4.6) und (8.7.4.9)

pc = (=D¥or - o (A1) Fo, Re(A)ro).
Daraus folgt mit Hilfe der gleichen Orthogonalititsargumente und (8.7.4.5),
pc = (Fi. i) = (R(ADfo, Re(A)ro)

(8.7.4.10) = (=D - - a1 ((AN*fo, Re(A)ry),
_ d -1
= IOk —_ e —
w1 Wk

Also kann auch bx = (fiy1, rke1)/(Fk, rk) wie folgt
(8.7.4.11) b = Pkl &
Pk Wk+1

berechnet werden.
Als nichstes bestimmen wir mit Hilfe von (Ap) (3), (8.7.4.1) und
(8.7.4.5) eine neue Formel fiir (Px, Apk):
(B Apk) = (P + b1 Pr—1. Ap)
= (fk, Apk) = (Rc(AT)fo, AP(A)r)
= (=D a1 (A1) o, AP(A)r).
Andererseits folgt ebenfalls aus (Ap) (3)
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(fo, APK) = (Fo, AQK(A)P(A)ro)
= (Qu(AT)fo, AP(A)rg)
= (—=D*w; -~ wx (AN ro, AP(A)rg),

so daB
N =) -1, _
(B> AP = — -+ =L(fy, AP
wq Wk

Zusammen mit (8.7.4.10) liefert dies eine neue Formel fiir
a = (fi, "'/ (e APK),
niamlich
_ (fo, T) _ P
(fo. Ap)  (fo. AP
Bisher lielen wir die Wahl von wy; offen: Da wir an kleinen Residuen

I, interessiert sind, ist es verniinftig, wy;; so zu wihlen, dafl die Grofe
Ifk+1]] des neuen Residuums von [s. (8.7.4.8a)]

(8.7.4.12)

Mkr1 = Sk — o1k, wWo S =Tk — APk, k= As,
minimal wird. Dies fiihrt zu der Wahl
CRY
(T, &)

Falls fy = b — aX¢ das Residuum von X ist, dann ist wegen (8.7.4.8a)
M1 das Residuum von

Wk+1 -

(8.7.4.13) K1 := X + ak Pr + kg1 Tk — ax Ape).

Das Bi-CGSTAB-Verfahren von van der Vorst erhilt man schlief3lich
durch eine Kombination der Formeln (8.7.4.8)—(8.7.4.13):

(8.7.4.14) Bi-CGSTAB-Verfahren:

Start: Gegeben sei ein Xy € R" mit Fy := b — AXy # 0. Wihle ein fy € R"
mit (fy, Fo) # 0, und setze Py := Fy.

Fork=0,1,...,:

Berechne (Fo. 10
o, Mk
() aci= 2
(fo, Apw)
v:= APk, S:=Tfk—&v, t:=As,
(st
2 =—
(2) ok KR

Xiy1 := Xk + Q& Px + wx41S, kgl =S — w41t
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Stop, falls ||Txy1 || hinreichend klein ist.

Andernfalls,
(3) berechne

b - (Fo, Fie1) &
kK -— — = >
(Fo, Fk) k41
Prt1 := Tke1 + b (Px — wit1v).

Man beachte, dal man (fy, ) in Schritt K nicht mehr bestimmen muf:
es wurde bereits in Schritt k — 1 berechnet.

Eine Abschitzung des Rechenaufwands zeigt folgendes: In jedem Schritt
von Bi-CGSTAB sind zwei Matrix-Vektor Produkte mit der n x n-Matrix A,
vier Skalarprodukte und 12n zusétzliche Gleitpunktoperationen erforderlich,
um verschiedene Vektoren der Lange n rekursiv neu zu berechnen. Dieser
Aufwand pro Iteration ist auch fiir sehr grole Probleme gering, wenn nur A
eine diinn besetzte Matrix ist, selbst fiir unsymmetrisches A. Bi-CGSTAB ist
deshalb im Prinzip ein sehr leistungsfahiges Verfahren um selbst sehr grof3e
lineare Gleichungssysteme dieser Struktur zu 16sen. Seine Effizienz kann
man weiter steigern, wenn man Vorkonditionierungstechniken verwendet
[s. van der Vorst (1992)].

Obwohl das Stabilitdtsverhalten von Bi-CGSTAB sehr viel besser als
das von Bi-CG, sollte man nicht libersehen, dafl auch Bi-CGSTAB immer
dann abbricht, wenn das zugrunde liegende Bi-CG-Verfahren kollabiert. Bi-
CGSTAB ist zwar viel einfacher als das QMR-Verfahren aber nicht so stabil:
Anders als das QMR-Verfahren trifft Bi-CGSTAB keine Vorkehrungen ge-
gen einen ernsthaften oder einen numerischen Kollaps des Verfahrens [s.
Abschnitt (8.7.3)]. SchlieBlich ist Bi-CGSTAB auch nicht gegen die Gefah-
ren gefeit, die dann entstehen, wenn die Galerkinbedingungen einige Ite-
rierte nur schlecht bestimmen. In Abschnitt 8.10 findet man vergleichende
numerische Resultate.

8.8 Der Algorithmus von Buneman und Fouriermethoden
zur Losung der diskretisierten Poissongleichung

In leichter Verallgemeinerung des Modellproblems (8.4.1) betrachten wir
das Poisson-Problem

— Uy — Uy +ou=f(x,y) fir (X,y)e £,
(8.8.1)
ux,y)=0 fiir (x,y) €0
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fiir das Rechteck 2 = {(X,y) | 0 < X <&, 0 <y < b} € R? mit dem
Rand 9£2. Hier sind o > 0 eine Konstante und f: 2Ud£2 — R eine stetige
Funktion.

Diskretisiert man (8.8.1) auf die ilibliche Weise, so erhidlt man statt
(8.8.1) fiir die Naherung zj der u(Xi, ¥j), X :=1 AX, y; =] Ay, AX =
a/(p+1), Ay :=b/(q+ 1) die Gleichungen

—Zi-1,j +2%j — Ziy1,j 4 A +2zj — Z,j+1
AX2 Ay?

+oz; = f(x, ¥

firi=1,2,...,p,] =1,2,...,0. Zusammen mit den Randwerten

Zpj ;=Zpy1,j =0 fir j=0,1,...,9+1,

Zo:=Zgy =0 fir i =0,1,...,p+1

erhilt man so fiir die Unbekannten

Z

V) T

z=| . |, z =z, j, ..., Zpj]

Zq
ein lineares Gleichungssystem, das man in der Form [vgl. (8.4.5)]
(8.8.2a) Mz=Dhb
mit

A 0 b,

- b,

(8.8.2b) M = ! .A o nE b=| .|,

0 I A by
schreiben kann, wobei | = |, die p-reihige Einheitsmatrix, A eine p-reihige
Hermitesche Tridiagonalmatrix der Form

—2u 1 0
(8.8.2¢) Amp2| I 2@ 1
0o 1 -2
mit R
A 1 AY*/2
P = _y7 o = 1 + +G—y/ 2 17
AX p?

und M aus g Blockzeilen und -Spalten besteht.
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In den letzten Jahren sind einige sehr effektive Verfahren zur Losung
von (8.8.2) vorgeschlagen worden, die auch dem ADI-Verfahren [s. 8.6]
iiberlegen sind. Alle diese Verfahren sind Reduktionsverfahren: unter Aus-
nutzung der speziellen Struktur der Matrix M wird die Losung von (8.8.2)
rekursiv auf die Losung dhnlich gebauter Gleichungssysteme mit der halben
Unbekanntenzahl zuriickgefiihrt und auf diese Weise die Zahl der Unbe-
kannten sukzessive halbiert. Wegen seiner Einfachheit wollen wir hier nur
eines der ersten Verfahren, den Algorithmus von Buneman (1969) beschrei-
ben [s. auch Buzbee, Golub und Nielson (1970), sowie Hockney (1970) und
Swarztrauber (1977) fiir verwandte Verfahren.]

Folgende Beobachtung ist fiir das Reduktionsverfahren von Buneman
wesentlich: Betrachtet man das Gleichungssystem (8.8.2), ausgeschrieben

Az + 2 = by,
(8.8.3) Zi_1+ Az + 2z =bj, i=2,3,....,9—1,
Zq—l + AZq = bq,

so kann man fiir alle geraden | = 2, 4, ... aus den drei aufeinanderfolgenden
Gleichungen

Zir+ Az +Z =bj,1,
Zj_1+AZj + Zj4 :bj,
Zj + AZjy1 + Zj42 = by,

die Variablen zj_; und zj,; eliminieren, indem man von der Summe der
ersten und dritten Gleichung das A-fache der zweiten Gleichung abzieht:

Zi,+ (2l — AZ)ZJ' + Zj42 = bj_1 — Abj + by,

Fiir ungerades g erhdlt man so das reduzierte System

21 — A2 | Vi) b, +b; — Ab,
| Lo, Z4 b; +bs — Aby
(8.8.4) T | . = .
2 - A | 2 by_2 + by — Abg_;

fiir z, 24, . .. . Kennt man die Losung von (8.8.4), also die geradzahlig indi-
zierten Teilvektoren z,j, so kann man die ungeradzahlig indizierten Vekto-
ren Z;, Z3, ...aus folgenden Gleichungen bestimmen, die sofort aus (8.8.3)
fir j =1, 3, ...folgen:
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A 0 z b -2

A Z by —z -z

(8.8.5) A Zs | = | bs—2z—2
0 Al z bg — Zg-1

Auf diese Weise hat man die Losung von (8.8.2) auf die Losung des re-
duzierten Systems (8.8.4) mit der halben Zahl von Unbekannten und die
anschlieBende Losung von (8.8.5) zurlickgefiihrt. Nun hat (8.8.4) wieder
die gleiche Struktur wie (8.8.2):

MDZD — D

mit
AD | 0
Mo —| ! | AD =21 — A,
0 I AD
7 T2 507 T bbb,
2 — Zé) | * b — bg) o bs +bs — Ab,
(11) Zq—l b((:ﬁ) bq—2 + bq - Abq—l

so daB man das eben beschriebene Reduktionsverfahren auch auf M an-
wenden kann, usw. Allgemein erhilt man so fiir q := gy := 2! — 1 eine
Folge von Matrizen A" und Vektoren bj“) nach der Vorschrift:

(8.8.6).
Start: Setze A® := A, b” =Dy, j =1,2, ..., 0, g =0 =2 1.
Firr=0,1,2, ..., k—1:
Setze

a) ATHD .= 2] — (AD),

b) bV =0l bl — AOBY), j=1,2,..., 2 — 1 =g
Fir jede Stufer +1,r =0, ..., k — 1, erhélt man so ein lineares Glei-

chungssystem
MO+DZ0+D — p+D

ausgeschrieben:
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ACHD 0 204D b+

I AC+D Z;f-‘rl) bg-‘rl)
S 2

0 Comen [ || g

Seine Losung z'+V liefert die geradzahlig indizierten Teilvektoren der
Losung 2" des Gleichungssystems M®z" = b der Stufe r:

(r) (r+1)
) 2

(r) (r+1)
Z |2

(r) (r+1)
qu—l ZQrH

wihrend sich die ungeradzahlig indizierten Teilvektoren von 2 durch
Losung der folgenden Gleichungen ergeben:

AD 0 Zgr) bgf) _ Zér)
A® ol b’ — 2" -z
(r) (r) ) _ 5
0 A Z‘]r er ZQr -1

Man erhilt so aus den Daten A®, b®, die durch (8.8.6) geliefert wer-
den, schlieBlich die Losung z := z(*) von (8.8.2) nach den folgenden Regeln:

(8.8.7).
0) Start: Bestimme z% = Zik) durch Losung des Gleichungssystems

A(k)z(k) — b(k) — b;k).
1) Firr =k—-1,k—2,...,0:
a) Setze Zérj) = Zj(rJrl)ﬂ J = 1, 2, ey O = 2k7r — 1.

b) Berechne fiir | =1, 3, 5, ..., O die Vektoren Zj(r) durch Losung
von

M0 _ 0 _ 0 )
Az =b -z -z,

2) Setze z:= 270,

In der Fassung (8.8.6), (8.8.7) ist der Algorithmus noch unvollstindig und
er hat er schwerwiegende numerische Méangel: Zunichst ist die explizite
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Berechnung von A"+D = 2] — (A®)? in (8.8.6) a) sehr aufwendig: Aus der
Tridiagonalmatrix A© = A wird mit wachsendem r sehr rasch eine voll
besetzte Matrix [A") ist eine Bandmatrix der Bandbreite 2" + 1], so daB die
Berechnung von (A")? und die Losung der linearen Gleichungssysteme in
(8.8.7) 1b) fiir groBeres r immer teurer wird. Dariiber hinaus kann man sich
leicht iiberzeugen, daB die GroBe der Matrizen A" exponentiell anwichst:
z. B. ist fiir das Modellproblem (8.4.1)

41 0
a=a0 | 1 | |A©] = 4,
o 1 -4

0] ~ JAcb ] 2 47,

so daf} bei der Berechnung von bj(rH) in (8.8.6) b) fiir grofBeres r grofe Ge-

nauigkeitsverluste auftreten, weil i. allg. || A" b§’f|| > ||b§rj),1||, ||bgj) Ll gilt

und deshalb bei der Summation in (8.8.6) b) die in bgj)fl, bgj) +1 enthaltene
Information verloren geht.

Beide Nachteile lassen sich durch eine Umformulierung des Verfahrens
vermeiden. Die explizite Berechnung von A" IiBt sich vermeiden, wenn
man A" als Produkt von Tridiagonalmatrizen darstellt:

(8.8.8) Satz: Es gilt fiir aller > 0

Zr
A = —T][-(A+2cos6” - 1)]
j=1

mit 6" = 2j — D /2 fiir j=1,2, ..., 2".
Beweis: Wegen (8.8.6) a) gilt mit A© = A

ACHD — 9| _ (A(r))z’
so daB es ein Polynom py(t) vom Grad 2" gibt mit
(8.8.9) A" = p (A).
Offensichtlich gilt fiir die Polynome py

Po(H) =1,
P () =2 — (pr ()’

also besitzt p; die Form



8.8 Der Algorithmus von Buneman und Fouriermethoden 351
(8.8.10) pr(t) = —(—t)" +---.
Mit Hilfe der Substitution t = —2 cos 8 und vollstidndiger Induktion folgt
(8.8.11) pr(—2cos@) = —2cos(2'0).

Diese Formel ist fiir r = 0 trivial. Wenn sie fiir ein r > 0 richtig ist, dann
auch fir r + 1 wegen

Pri1(—2cosf) =2 — (pr(—2cosb))?
=2 —4cos’(2"9)
= —2cos(2-2"9).

Wegen (8.8.11) besitzt pr(t) die 2" verschiedenen reellen Nullstellen

2i—1 .
tj=—zcos< J n):—ZcosGJ-(r), i=12,...,2",

und daher wegen (8.8.10) die Produktdarstellung

or

p®=-[[[-t-t)].

j=1
Daraus folgt wegen (8.8.9) sofort die Behauptung des Satzes. O

Den letzten Satz kann man nun in der Weise praktisch nutzen, da3 man
die Losung der verschiedenen Gleichungssysteme

AOy=p

in (8.8.7) 1b) mit der Matrix A® rekursiv auf die Losung von 2" Glei-
chungssystemen mit den Tridiagonalmatrizen

A" = —A—2cost"l, i=1,2,...,2",
zuriickfiihrt:
Agr)ul =b = Ui,
(8.8.12) AVu, =u, = Uy,

Agr)UQr =Uy_; = Uy = U:= —Uy.
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Da, wie man sich leicht iiberzeugt, die Tridiagonalmatrizen AJ-(” fiir die
angegebene Diskretisierung von Problem (8.8.1) positiv definit sind, kann
man diese Systeme mittels Dreieckszerlegung von Aj(r) ohne Pivotsuche [s.
4.3] mit sehr geringem Aufwand l6sen.

Die numerische Instabilitit, die in (8.8.6) b) wegen des exponentiellen
Wachstums der A" auftritt, kann man nach dem Vorschlag von Buneman so

vermeiden, dafl man statt der Grofen bj(r) andere Vektoren pj(r), qj(r), =1,

2, ..., Q, einfiihrt, die mit den b]-(r) auf folgende Weise zusammenhédngen

(8.8.13) b” = AV +q"”,  j=12...4q,
und die man numerisch stabiler als die bj(r) berechnen kann. Vektoren pj(r),

)

q; ~ mit diesen Eigenschaften sind folgendermafien rekursiv berechenbar:

(8.8.14).
Start:  Setze pj(o) =0, ql-(o) =b = bj(o), i=12,...,0.
Firr=0,1,...,k—1:

Berechne fiir j = 1,2, ..., Or41:

r+1) . (r) —lr () (r) (r)
a) pJ'r = erJ — (A7) [pszl + perl - qzrj ls

b) qj(r+1) — qéleI + qéll)H _ ij(r+l)~
Natiirlich 1duft die Berechnung von pj(rH) in Teilschritt a) darauf hinaus,
dafl man wie eben beschrieben [s. (8.8.12)] zunichst die Losung u des

Gleichungssystems

)y — ™" () (r)
AVU =Dy + Py — Oy

mit Hilfe der Faktorisierung von A® von Satz (8.8.8) bestimmt, und dann
pj(rH) mit Hilfe von u berechnet:

r+h ._ /)

Wir wollen durch Induktion nach r zeigen, daB die Vektoren pj(r) qj(r), die

durch (8.8.14) definiert sind, die Beziehung (8.8.13) erfiillen.
Fir r = 0 ist (8.8.13) trivial. Wir nehmen induktiv an, daf (8.8.13) fiir

ein r > 0 richtig ist. Wegen (8.8.6)b) und ATV = 2| — (AM)? gilt dann
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r+1 _ /) (r) (GINY!
bt =hy, +b, - A )sz
NG () 1) ) (r) (r ) [ )
= A )p2j+1 Ty T Al P+ oo — A [A )pzj + 0y ]
_ A (r) () )
= Al )[p2j+1 T Pjo — G ]
r+1) 4(r) ) ) ()
+ ATV P+ apiy + o — 2P

— A(r+1)p;fj) + (A(r))—l{[2| _ A(r-&-l)][pg'j)_‘_l + pgj)—l _ qz(fj)]}

() () (r)
+ - + %jp — 2Py

= AT = (A7) TR = P )

r) r) (r+1)
+ 01 + %y — 2P,

_ ACHD) D | (0D
= ATDpTY 4 g

Wegen (8.8.13) kann man die Vektoren bj(r) in (8.8.7) mit Hilfe der pj(r), qj(r)

ausdriicken und erhilt z. B. aus (8.8.7) 1b) fiir Zj(r) das Gleichungssystem

)5 _ A0 A0 () (r) (r)
ATz =ATP O — g — 7y,

so dal man Zj(r) auf folgende Weise erhalten kann:

Bestimme die Losung U von

Oy — g — 70 ()
AVu=0q" -z, -z,

[man verwende dazu wieder die Faktorisierung von Satz (8.8.8)] und setze

2" :=u+p".

Wenn man so systematisch in (8.8.6), (8.8.7) die bj(r) durch pj(r) und
q]-(r) ersetzt, erhdlt man den

(8.8.15) Algorithmus von Buneman.

Voraussetzung: Gegeben sei das Gleichungssystem (8.8.2), q = 21 — 1.
0) Start: Setze p” :=0,q” :=hj, j =1,2,..., 0 =0,
1) Firr=0,1,...,k—1:
Fir j=1,2,..., ¢4 :=25"—1:
Berechne die Losung U des Gleichungssystems

() (r) (r)
AV = Paj—1 + Paj1 —
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mittels der Zerlegung von Satz (8.8.8) und setze

©
= By

(r+1)

T+ . O ©
Pj

1
—u; g =g+ af, —2p .

2) Bestimme die Losung U des Gleichungssystems
A(k)u — ql(k)

und setze 2% =z = p® 4

3) Firr=k—1,k— 2,...,0.
a) Setze Zgj) : (H'l)ﬁir i=12,...,0u1.
b) Bestimme fiir j = 1,3, 5, ..., O die Losung U des Gleichungssy-

stems

Oy =g — 70 )
AVu=q;’ -z, -z,

(r) _ (f)

=h

und setze Z
4) Setze 7 := Z(O) )

Dieses Verfahren ist sehr effizient: Wie eine Abzéhlung ergibt, bendtigt man
zur Losung des Modellproblems (8.4.1) (@a=b =1, p=q = N =2k1_1)
mit seinen N? Unbekannten ungefihr 3kN? &~ 3N? log, N Multiplikationen,
die Zahl der Additionen ist von derselben GréBenordnung. Eine Untersu-
chung der numerischen Stabilitdt des Verfahrens findet man in Buzbee,
Golub und Nielson (1970).

Das Buneman-Verfahren ist ein sog. zyklisches Reduktions-Verfahren:
Es reduziert wiederholt ein lineares System der Form (8.8.2) auf ein dhnlich
strukturiertes System (8.8.4) halber GroBe. Der gleiche Rechenaufwand von
O(N? log, N) Operationen zur Lésung von (8.8.2) wird von einem ,,Fourier-
Verfahren® benétigt, das die Techniken der schnellen Fouriertransformation
aus der trigonometrischen Interpolation verwendet [s. Bd. I, Abschnitte 2.3.1
und 2.3.2]. Dabei wird die spezielle Struktur der Matrix A (8.8.2c) ausge-
nutzt:

Wir beginnen mit der leicht zu bestitigenden Beobachtung, daf3 die
p x p-Matrix
0 1
1 .

die Eigenwerte

Uk = 2 cos &, & = , k=1,2,...,p



8.8 Der Algorithmus von Buneman und Fouriermethoden 355

mit den zugehorigen Eigenvektoren

(8.8.16) Xy := [sin(&k), sin(2 &), ...,sin(pék)]T, k=1,2,...,p

besitzt. Diese Eigenvektoren sind zueinander orthogonal [Satz (6.4.2)] und
besitzen die gleiche euklidische Norm [[Xk|| = +/(p+ 1)/2, so daB die

. 1 19 A2y e v vy p

eine orthogonale Matrix ist, X! = XT. Also hat die Matrix A (8.8.2¢c) die
Eigenwerte

(8.8.17) Ak := p*(uk — 200) = 2p>(cos &k — ), k=1,2 ..., p,

und die gleichen Eigenvektoren Xy (8.8.16). Ihre Jordansche Normalform ist
daher
XTAX = A := diag(Ai, . . ., Ap).

Nun ist das System (8.8.2) dquivalent zu (zy = z441 := 0)
(8.8.18) zi_1+ Az 4z = by, i=1L2,...,qQ.

Also gelten fiir die Vektoren yj := X~'zj = X"z und uj := X~'bj = XTh,
die Gleichungen

(8.8.19) Yi—1 + AYj + Yj+1 = Uj, i=1,2,...,0

Seien nun Yij und Uyj, k=1, ..., p, die k-ten Komponenten von y; bzw.
uj. Wegen (8.8.19) geniigen dann fiir jedes kK = 1, 2, ..., p, die yi; und
Ugj, ] = 1,2,..., 0, dem folgenden tridiagonalen System von Gleichungen

Vi, j—1 + AkYkj + Yk, j+1 = Uyj, i=1,2,...,q.

Die rechten Seiten Uyxj, j =1, ..., g, dieser Gleichungen, d.h. die Kompo-
nenten von U; = X'bj sind dann gegeben durch

2 p
Ui = | —— i sin(1&y), k=1,2,...,p.
ki ‘/p“l;u,sm(sk) p

Da die Abszissen & = kx/(p + 1) dquidistant sind, koénnen diese Sum-
men mit Hilfe der Algorithmen der trigonometrischen Interpolation [s. Bd.
I, Satz (2.3.1.12)] berechnet werden, z.B. mit den FFT-Algorithmen aus
Abschnitt 2.3.2. SchlieBlich erhdlt man die Losung z; von (8.8.18) durch
die Berechnung von z; = Xyj, wobei wiederum die Algorithmen der trigo-
nometrischen Interpolation aus den Abschnitten 2.3.1 und 2.3.2 verwendet
werden konnen.
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Nun haben die Matrizen A" (8.8.6) des Buneman-Verfahrens die glei-
chen Eigenvektoren Xk wie A (8.8.2c). Also konnen wieder Fouriertechniken
verwendet werden, um die reduzierten Systeme Mz = b® zu 15sen,
die in (8.8.7), 1)b) vorkommen. Man kann auf diese Weise ein kombiniertes
Verfahren konstruieren, das aus | Reduktionsschritten vom Buneman-Typ,
r=1,2,...,1, und der anschliefenden Losung von Systemen niedrigerer
Ordnung durch Fouriermethoden besteht. Dies fiihrt auf den FACR(l)- Algo-
rithmus von Hockney (1969) (FACR: Fourier analysis and cyclic reduction).
Swarztrauber (1977) konnte zeigen, dal man bei einer geeigneten Wahl von
| ein Verfahren erhilt, das nur O(N? log, log, N) Operationen benétigt, um
das Poisson-Problem auf einem N x N-Gitter mit p=q = N = 2Kt — |
zu lsen.

In der vorliegenden Form dienen die Verfahren zur Losung des diskre-
tisierten Dirichletschen Randwertproblems fiir die Poisson-Gleichung auf
einem Rechteckgebiet. Es gibt Varianten der Verfahren zur Losung analo-
ger Randwertprobleme fiir die Helmholtzgleichung oder die biharmonische
Gleichung auf Rechtecksgebieten.

Reduktionsverfahren mit noch besseren Stabilititseigenschaften zur Lo-
sung solcher Probleme wurden von Schréder, Trottenberg und Reutersberg
(1973, 1976) angegeben und eingehend untersucht. Es gibt ferner kompli-
ziertere Versionen dieser Verfahren zur Losung der entsprechenden diskre-
tisierten Randwertprobleme fiir Nichtrechtecksgebiete [s. Buzbee und Dorr
(1974), Buzbee et al. (1971), Proskurowski und Widlund (1976), O’Leary
und Widlund (1979)]. Wahrend diese Verfahren direkt, also nichtiterativ
sind, gibt es mittlerweile leistungsfihige Iterationsverfahren mit erheblich
verbesserten Konvergenzeigenschaften. Zu ihnen gehoren die Mehrgitterver-
fahren, deren Prinzipien wir im nichsten Abschnit kurz erldutern wollen,
und die modernen Gebiets-Zerlegungs-Methoden: Hier sei der Leser auf
die Spezialliteratur verwiesen, etwa Chan, Glowinski, Periaux und Widlund
(1989); Glowinski, Golub, Meurant und Periaux (1988); Keyes und Gropp
(1987).

8.9 Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren gehoren zu den leistungsfahigsten Verfahren, um die
linearen Gleichungssysteme zu 16sen, die man bei der Diskretisierung von
Differentialgleichungen erhilt. Wir wollen hier nur die Grundideen dieser
vielseitigen und variantenreichen Verfahren in einer sehr einfachen Situation
studieren, was aber schon die wesentlichen Prinzipien klar werden 1aBt. Fiir
eine eingehende Behandlung muB auf die Spezialliteratur verwiesen werden,
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z.B. Brandt (1977), Hackbusch und Trottenberg (1982), insbesondere auf
die Monographie von Hackbusch (1985). Unsere Darstellung schlie3t sich
an Briggs (1987) an. Anstelle von Randwertproblemen fiir partielle Diffe-
rentialgleichungen, wo die Stirke von Mehrgitterverfahren erst recht zum
Tragen kommt, betrachten wir hier als Modellproblem nur die Randwert-
aufgabe [vgl. (7.4.1)]

—y'(x) =f(x) firx € £ :=(0,n),
y(0) =y(m) =0,

fiir eine gewohnliche Differentialgleichung, die als eindimensionales Ana-
logon des zweidimensionalen Modellproblems (8.4.1) anzusehen ist. Die
tibliche Diskretisierung mit einer Schrittweite h = sw/n fiihrt zu einem

8.9.1)

eindimensionalen Gitter 2, = {x; = jh | j =1,...,n—1} C £ und
schlieBlich zu einem linearen Gleichungssystem
(8.9.2)
2 -1 0 f(xp)
1{=-1 2 - f(x2)
Anup = fr, A= — ‘ , fhi= i ;
hUn h h h ST h :
0 -1 2 f (Xn—1)
fiir einen Vektor Uy = [Up.q, . ..,uh;n,l]T von Niherungswerten Up,j ~

y(x;) fiir die exakte Losung y auf dem Gitter £2,. Der Index h deutet auch
an, daB up und f, als Funktionen auf dem Gitter £2 aufzufassen sind: Die
j-te Komponente up,j von up 1d8t sich so auch als Wert der Gitterfunktion
Uh(X) fiir X = X; € £2, schreiben, Un,j = Un(X;j), was wir gelegentlich tun
werden. Die Matrix Ay, ist eine (N— 1)-reihige Matrix, deren Eigenwerte )\ﬁk)
und Eigenvektoren Zf]k) explizit angegeben werden konnen [vgl. Abschnitt
8.4]:

Z,(1k) :=[sinkh, sin2kh, ..., sin(n — l)kh]T,
8.9.3
( ) kﬁk) ::%4Sin2%:%(l—coskh), k=1,2,....,.n—1.
Dies bestitigt man leicht durch Verifikation von Ahzﬂ‘) = Aﬁk) Zﬁk), k=1,
..., N—1. Die Vektoren Z,&k) besitzen die euklidische Norm ||Zf1k)|| =./n/2
und sind orthogonal zueinander [Satz (6.4.2)]. _

Betrachtet man die Komponenten sin jkh = sin % der Vektoren ZLk)
auf den Gitterpunkten X; von £y fiir j = 1, ..., n — 1, so siecht man, dal3
die 29 = z* mit wachsendem k = 1, ..., n — I Schwingungen wachsen-
der ,,Frequenz“ k beschreiben: Die Frequenz k gibt gerade die Anzahl der
Halbwellen auf £2,, an (s. Fig. 24 fir n = 6, k = 1).
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14

0.51

I i) Z T4 Is

—0.5+

Fig. 24. Die Gitterfunktion z(®).

Um die Notation zu vereinfachen, lassen wir gelegentlich den Index
h fort, wenn es klar ist, zu welchen Schrittweiten h bzw. Gittern £2}, die
Vektoren und Matrizen U = up, f = f,,, A= Ay gehoren.

Eine der Motivationen fiir Mehrgitterverfahren liegt in dem Konvergenz-
verhalten der iiblichen Iterationsverfahren (8.1.7), (8.1.8) zur Losung von
Au = f. Wir wollen dies fiir das Jacobi-Verfahren (8.1.7) ndher studieren.
Die Standardzerlegung (8.1.5), (8.1.6)

2
An=Dp(l = J), Dp=l

h2"’
von A = A, fiihrt zu der (n — 1)-reihigen Matrix
0 1 0
h? 111 0
J=%h=I1l—-—A == ’
" 27" T2 S
0 1 0

und der Iterationsformel des Jacobi-Verfahrens

. . h?
L0+ — Jv(l)_i_?f’

das eine Folge v (= Ur(1i)) von Néherungsvektoren fiir die exakte Losung
U = Up von (8.9.2) erzeugt. Der Fehler ) := v — u geniigt dann der
Rekursionsformel

e(i+1) — Je(i) — Ji+le(0)_

Die Iterationsmatrix J = J, = | — h;Ah besitzt die Eigenwerte
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h2
,u(k) =u§]k) =1- Ekﬁ]k) =coskh, k=1,...,n—1,
und die gleichen Eigenvektoren zK = z¥ wie A,. Wir analysieren das
Verhalten des Fehlers e nach einem Iterationsschritt € = € = Je und
zerlegen dazu e nach den Eigenvektoren von J = J; [s. 6.6.3]

e=pZ" +- 4 pp 12",

Hier gibt das Gewicht px an, wie stark die Schwingung der Frequenz K an
e beteiligt ist. Es folgt

é = plu(l)z(l) + V. + pn—lﬂ(n_l)z(n_l)'

Wegen 1 > u® > @ > ... > 00 = M 5 1 folgt, daB alle
Frequenzen kK =1, 2, ..., n — 1 von e geddmpft werden, jedoch in unter-
schiedlichem MaBe: Die extremen Frequenzen mit K = 1 und k = n— 1
werden am schlechtesten gedampft, die mittleren mit k ~ I dagegen sehr
gut.

Durch Einfithrung eines geeigneten Relaxationsfaktors w in die Itera-
tionsmatrix 146t sich das Dampfungsverhalten fiir die hohen Frequenzen
k mit % < k < n — 1 erheblich verbessern. Dazu betrachten wir das
geddmpfte Jacobi-Verfahren (8.1.3), (8.1.4), (8.1.7) das zu der Zerlegung
A=A,=B—-(B— A) mit B := (1/w)D gehort und zu den Iterationsfor-
meln

(8.9.4) Vi) = Iy + %hzf

mit der Matrix Jy(w) = J(w) := (1 — w)| + wJ fiihrt. Fiir o = 1 erhilt
man das urspriingliche Jacobi-Verfahren zuriick, J(1) = J. J(w) besitzt
offensichtlich die Eigenwerte

(8.9.5)

kh
/Jcﬁk)(w)=,u(k)(w) =1 —a)+w,u(k) =1 —2a)sin27, k=1,...,n—1,

und wieder die Eigenvektoren 2K = 7.

Ein Iterationsschritt transformiert den Fehler folgendermafBen:

n—1 n—1
(8.9.6) e=Y pz¥ =>e=Jwe=> nmu®(@z".
k=1 k=1
Wegen [u®(w)| < 1 firalle 0 < w < 1,k =1, ..., n— 1, werden

fir 0 < w < 1 alle Frequenzen des Fehlers geddmpft. Jedoch kann man

es bei passender Wahl von w erreichen, dafl die hohen Frequenzen k mit

g < k < n— 1 besonders stark geddmpft werden: Fiir = wy := 2/3 wird
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k
,max ()]
g <k<n-1

minimal, und es gilt dann |u®(w)| < 1/3 fir g < k < n-—1: Man

beachte, daB3 dieser Dampfungsfaktor 1/3 fiir die hohen Frequenzen nicht
von h abhingt, wihrend nach wie vor maxy |u®(w)| = pP(w) = 1 —
2wsin®(h/2) = 1 — O(h?) fiir kleines h | 0 gegen 1 konvergiert, also auch
das geddmpfte Jacobi-Verfahren fiir h | 0 immer schlechter konvergiert
[vgl. die Diskussion in Abschnitt 8.4].

Ein Nachteil des geddmpften Jacobi-Verfahrens ist es, dall es von einem richtig
zu wihlenden Parameter w abhéngt. In der Praxis zieht man parameterunabhéngige
Iterationsverfahren vor. Ein solches Verfahren ist das Gauf-Seidel-Verfahren (8.1.8),
das zu der Zerlegung

0 ... ... 0
An=Dh—En—Fn, En=Fl:==| P
0 ... 10
von Ap gehort. Man erhélt die Iterierte v+ aus v® durch Losung der linearen

Gleichungen . .
(An — Eno® Y — Fpo® = .

Man kann zeigen, dall das GauB3-Seidel-Verfahren dhnliche Dampfungseigenschaften
wie das geddmpfte Jacobi-Verfahren besitzt. Da die Theorie des geddmpften Jacobi-
Verfahren einfacher ist, beschranken wir uns im folgenden auf die Analyse dieses
Verfahrens.

Durch relativ wenige Schntte des geddmpften Jacobiverfahrens kann
man eine Iterierte v = v ) finden, deren Fehler

() (i) i) ,(1) i) (=1
€ =y h=01"2 + -+ 0on 1%

praktisch keine hochfrequenten Anteile mehr enthilt,

max |p| < max |ol
n/2<k<n
Hier setzt nun eine weitere ["Jberlegung an: eﬂ ) ist Losung des Glei-
chungssystems Ahe,g' ) r(') wobei r“) fh — Anv’ das Residuum von

vﬁ) ist. Mit eﬂ) enthélt auch die Zerlegung von

n—1

(i) 4 (k) (k)

_Zpk A Zn
k=1

kaum noch hochfrequente Anteile. Nun kann man ,langwellige” Gitter-
funktionen g, auf £2y recht gut durch eine Gitterfunktion @b, auf dem
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groberen Gitter $2,h = {j -2h | ] = 1,2,. ,g — 1} (wir setzen hier

voraus, dal n eine gerade Zahl ist) mit Hilfe eines Projektionsoperators Iﬁh
approximieren:

. y2h 2h .
Oh = 15"0h, Iy

1
4 ..

1 21
Dabei ist Iﬁh eine (g — 1) x (n — 1)-Matrix: Fallt man gy, als Funktion

auf £, und g als Funktion auf dem ,,groben® Gitter £2,,, auf, so erhilt
man Qpn durch Mittelung

. 1 _ 2 _ 1 .
Qn(j -2h) = Zgh((zl — Dh) + Zgh(zl -h) + Zgh((zl + Dh)

fir j =1,..., 9 —1 (s. Fig. 25 fiir n = 6).

3 o] o
\ /u\
o-- <, N
2 o AR
A
N
, ©=9n N
1—- L, o= gon
K
’ o
e
7z
T T T T T
T D) I3 Za Is

Fig. 25. Projektion durch Mittelung.

Anstelle des oben beschriebenen Mittelungsoperators konnte man auch den ein-
facheren Projektionsoperator

wihlen, der der Funktion g auf £2,, die Funktion gon = Iﬁhgh mit

Bn(j-2h) :=gn2j-h), j=1....

auf £275 zuordnet. Wir werden diese Mdoglichkeit aber nicht weiter diskutieren



362 8 Iterationsverfahren fiir grofle lineare Gleichungssysteme

Umgekehrt kann man mit Hilfe eines Interpolationsoperators Izhh jede
Gitterfunktion @, auf dem groben Gitter 2, durch Interpolation zu einer
Gitterfunktion g, = Izhh Ozn auf dem feinen Gitter §2y, fortsetzen, wenn man
I} z.B. definiert durch:

_1 -—
2
1 1
oL 2
1
2
L 14

Dabei ist |2hh eine (N—1) x (g — 1)-Matrix, gy wird durch Interpolation
aus G erhalten (gn(0) = op(r) :=0), d.h. fir j =1, ..., n—1 gilt

gZh(% -2h) falls j gerade,

On(jh) = . :
{ Tgn(I5* - 2h) + Lgon (4 - 2h)  sonst.

(s. Fig. 26 fiir n = 6).

) /Q\
1+ o o = gp \@\

0= 92n °

Z1 2 x3 T4 x5

Fig. 26. Fortsetzung durch Interpolation.

Die einfachste Form eines Mehrgitterverfahrens besteht nun darin, im
AnschluB an eine Reihe Gléttungsschritte mit dem geddmpften Jacobi-
Verfahren (8.9.4), die eine Niherungslosung vr(]') von Apun = f;, mit dem
Fehler eﬂ ) und dem Residuum r,ﬁi) liefern, das Residuum r,ﬂi) = rz('h) =
Iﬁhrf(:) auf das grobere Gitter §2,, zu projizieren, dann das lineare Glei-
chungssystem

ey = 13
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»auf dem groben Gitter* zu 16sen und schlieBlich die Losung eﬁ') = éﬂ)

;‘heg'g auf das feine Gitter £2, fortzusetzen. Man erwartet dabei, dal eﬂ )
jedenfalls dann eine recht gute Approximation fiir die Ldsung e,(: ) von
er(]') (') ist, falls eﬁ)
deshalb v('+l) = vﬁi) q(q') eine sehr viel bessere Approximation fiir die
Losung Up ist als v,ﬂi).
Insgesamt erhalten wir so ein einfaches Zweigitterverfahren (ZG), das
aus einer gegebenen Néherungslosung vr(]' ) von Anun = fi die nichste
(I+1)

eine ,langwellige* Gitterfunktion ist, und dal

Néherungslosung vy, ZG(v(')) nach folgender Vorschrift erzeugt:

(8.9.7) Zweigitterverfahren: Sei v, ein Gittervektor auf §2.

1) (Gldttungsschritt) Fiihre v Schritte des geddmpften Jacobi-Verfahrens
(8.9.4) mit w = wy := 2/3 und dem Startvektor vy durch. Das Resultat
sei der Vektor wn mit dem Residuum ry, := i, — Aqwn.

2) (Projektionsschritt) Berechne fon := Ihhrh
3) (Grobgitterlosung) Lise Pon&n = —In.
4) (Interpolation und Feingitterkorrektur) Setze ZG(vp) := wp — | 2hhezh.

In unserem einfachen Modellproblem koénnen wir das Verhalten des Fehlers
€ = Vh —Uph = &, :=vh — Un

in einem Iterationsschritt v, = v, := ZG(vy) von (8.9.7) verhéltnisma-
Big leicht analysieren. Nach den v Dampfungsschritten gilt fiir den Fehler
dh := wp — Uy von wy wegen (8.9.6)

Oh = J(wo)’&n, I'h=—Andh = —ApnJ(wg)"en.
Weiter findet man aus (8.9.7),
Aghern = —Ton = — 13y = 12" Andh,
& = Uh —Uph =y — e,

ohne Miihe die Formel

(8 9 8) 91 =(| - |2hhA2_hllf%hAh)dh
- =Ch - J(wo)"&n
mit der (N — 1) x (N — 1)-Matrix
Chi=1 — 1A 12 A

Um die Fortpflanzung der einzelnen Frequenzen in e, nach &, zu studieren,

bendtigen wir Formeln fiir die Abbildung ChZ der Eigenvektoren Z( ) von
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An. Mit den Abkiirzungen ¢y := cos?(kh/2), s := sin’(kh/2), k' :=n—k,
verifiziert man sofort durch einfaches Nachrechnen

Kk ..
[2h 00 _ Ckzéh) furk:l,__.,g_l,
h 4h =

8.9.9 /
(899 52 firk=",...,n—1.

Dabei sind die Zg;), 1 < k < n/2, gerade die Eigenvektoren von Ay zu den

Eigenwerten

K 4 1 .
A;h) = ah)? sin” kh = Pel sin® kh

[s. (8.9.3)], so daB

O N S T n
Andn = —gon: K= 1,2,...,5— 1.
Aah
Ebenfalls durch Nachrechnen zeigt man
, n
(8.9.10) 1529 = qz¥ — 5z, k=1.2.....0-1
Durch Kombination dieser Resultate erhilt man firk =1, 2, ..., g —1
h pA—1)2h K _ 4 h pA—172h K
LnAon 17 AnZy = Ay onAgy 1772,
_ & h A—1,K)
=An ClonAon 2o
(k)
M h om0
= WCKIZhZQh
2h
! ® ®)
= ch(CkZh — &z, ).
A
2h

Unter Verwendung von
)Lék) _ % sin® kh/2 4y
)Lg;]) B # sinfkh  sin’kh’

1
S = 1 sin® kh,

bekommt man schlieflich fir k =1,2, ..., § —1

(8.9.11) Chz® = (1 = 1h A1 A ZY = 52 + 52
Auf die gleiche Weise berechnet man auch die Wirkung von Cp auf die

whochfrequenten® Vektoren Zf]k/) :

! 4 n
(8.9.12) Chz¥) = oz + a2, k=1,..., 3
Wir konnen nun folgenden Satz zeigen:
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(8.9.13) Satz: Wihlt man v = 2, wy = 2/3, so gilt nach einem Schritt von
(8.9.7) fiir die Fehler €, :== vy —Up, & := vy —Up von vy und vy := ZG(vp)
die Abschdtzung

€nll2 < 0.782 ||&nl2.

Das Zweigitterverfahren liefert also Vektoren vr(,jﬂ) = ZG(vr(]j)), deren
Fehler eﬁ” = vﬁ” — Uy, mit einer von h unabhdngigen Konvergenzrate gegen
0 konvergieren,

et 12 < 0.7827 e .
Dies bemerkenswert, weil die Konvergenzraten aller bisher behandelten Ite-
rationsverfahren [vgl. Abschnitt 8.4] von h abhidngen und fiir h | 0 immer

schlechter werden.
Beweis: Der Fehler &, = vy, — Uy, besitze die Zerlegung

1 -1
=2 4+ Y.

Wir haben bereits gesehen (s. (8.9.5)), daBB J(wg) ebenfalls die Eigenvek-

toren ZLk) zu den Eigenwerten ,ug)(wo) =1-2wS, k=1, ....,n—1,
besitzt. Nach Wahl von @y gilt dann firk =1, ..., 5, K :=n—KkK
® ®) 1

" (@o)l < 1. iy (@) = 3

Aus (8.9.6), (8.9.11) und (8.9.12) folgt firk =1, ...,

o002 =(u o) i +8) = o + 7).
G300 2 = (o) 02k + 0 =t + 2,

wobei fiir die oy = (uﬁk) (w0))’', Pk := (M,ﬂk/) (wp))'cx die Abschitzungen

1 1 . n
lok| < & < 5 |Bk| < ™ fir k= 1,...,5
gelten. Damit erhdlt man fiir den Fehler (8n/, := 1/2, sonst 8 := 1)
& = ChJ(wp)"en
n/2
=Y sulprenc + B +2).
k=1
Wegen der Orthogonalitét der zﬁk) und ||Z§1k)||2 =n/2firk=1,...,n—1

erhélt man die Abschitzung
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n/2
I&l1? = n[ 3" s(oiad + o} B + 20000 |
k=1
n/2
N[> beloked + P22 + (0} + p)lewchi |
k=1
1

<n(-
< (4+2.3v

IA

n/2

)Y Sk(of + o)
k=1

—<1+1>|| I
Ty 3 Gl

Fiir v = 2 folgt daraus die Behauptung des Satzes. O

Fiir das Zweigitterverfahren stellt sich das Problem, wie man in Schritt
3) von (8.9.7) das lineare Gleichungssystems Axn&n = —ryn auf dem
groberen Gitter §2,, 16st. Hier liegt die Idee nahe, das Zweigitterverfah-
ren auch zur Losung dieses Systems zu verwenden unter Benutzung von
Losungen von Gleichungen auf dem nichstgroberen Gitter £245, usw. Man
erhilt so Mehrgitterverfahren im engeren Sinne. Als einen wesentlichen Be-
standteil der verschiedenen denkbaren Verfahren dieses Typs beschreiben
wir hier noch den sog. Mehrgitter-V-Zyklus, der in jedem Schritt zur Losung
von Apup = f, auf dem feinsten Gitter $2y, alle Gitter

Qh—)92h—)-~-—>92|h—)921—1h—>"~—>Qh

der Reihe nach besucht. Der Name V-Zyklus riihrt daher, da3 man zunéchst
vom feinsten zum grobsten Gitter ,,absteigt und dann wieder zum feinsten
Gitter ,,aufsteigt. Wahrend eines V-Zyklus wird eine Ndherungsldsung vy,
von Apu = fi, durch eine neue Niherungslosung

vh < MVy(vh, fr)
ersetzt, wobei die Funktion MV (v, fh) rekursiv definiert ist durch

(8.9.14) Mehrgitter-V-Zyklus: Gegeben vy, fh. Setze H := h.
1) Wende v-mal das gedimpfte Jacobi-Verfahren (8.9.4) (mit v = wy =
2/3) zur Losung von Apu = fy mit dem Startvektor vy an und be-
zeichne das Resultat wieder mit vy.

2) Falls H = 21h, fahre fort mit 4). Andernfalls setze
fan == 157 (fu — Advn),  van == MVap (0, fop).
3) Berechne vy := vy + I2HH VoH.

4) Wende v-mal (8.9.4) zur Losung von Ayu = fy ausgehend vom Start-
wert vy an und nenne das Ergebnis wieder vy.
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Weitere Varianten sind in der Literatur beschrieben und analysiert wor-
den [s. z. B. Brandt (1977), Hackbusch und Trottenberg (1982), Hackbusch
(1985), McCormick (1987)]. Fiir die effektivsten unter ihnen kann man
unter sehr allgemeinen Bedingungen zeigen, daB sie zur Losung von Dis-
kretisierungsgleichungen wie Anup = f;, mit N Unbekannten nur O(N)
Operationen bendtigen, um eine Naherungslosung vy zu finden, deren Feh-
ler lvn — up|| = O(h?) von der GroBenordnung des Diskretisierungsfeh-
lers maxyeg, [|Y(X) — Un(X)|| = t(h) = O(h?) ist [vgl. Satz (7.4.10)]. Da
die exakte Losung up der diskretisierten Gleichung Anup = fy sich von
der exakten Losung y(X) des urspriinglichen Problems (8.9.1) durch den
Diskretisierungsfehler 7(h) unterscheidet, hat es keinen Sinn, ein v, mit
lvh — Un]l < 7(h) zu bestimmen.

Fiir das einfache Zweigitterverfahren (8.9.7) konnen wir mit Hilfe von
Satz (8.9.13) ein etwas schwicheres Ergebnis zeigen: Wegen N = n—1 und
h? = 72/n? erfordert dieses Verfahren nach (8.9.13) j = O(In N) Iteratio-
nen, um z. B. aus der Startlésung vﬁo) =0 ein v,ﬂ” mit ||Ur(1]) —upl = O(h?)
zu berechnen. Da die Losung des tridiagonalen Gleichungssystems in Schritt
3) von (8.9.7) O(N) Operationen erfordert, benotigt (8.9.7) insgesamt
O(NIn N) Operationen, um eine Losung akzeptabler Genauigkeit zu be-
stimmen.

8.10 Vergleich der Iterationsverfahren

Zum Vergleich der Verfahren aus diesem Kapitel betrachten wir den Re-
chenaufwand, den diese Verfahren bei der Losung des folgenden Randwert-
problems

—Uxx —Uyy+ ¥ XUx+yyuy+du=f, 3, y Konstante,
(8.10.1) ux,y) =0 for (x,y) € 952,
={xXyl0=xy=1}
auf dem Einheitsquadrat £2 des R? erfordern.

Fiir § = y = 0 erhalten wir das Modellproblem von Abschnitt 8.4. Wie
dort approximieren wir das Problem (8.10.1) durch Diskretisierung: Wir
wihlen eine Schrittweite h = 1/(N + 1), Gitterpunkte (x;, y;) := (ih, jh),
i, j=0,1,..., N+ 1, und ersetzen die Ableitungen Uyy, Uyy, Uy, Uy in
(Xi,¥j), 1, j =1,..., N, durch zentrale Differenzen:

AUij — Uiy — Uiz j — Uije1 — Ui
h2 ’

o Uij1r — Ui j—1
Uy(Xi, ¥j) ~ — on

—Uxx (Xi, ¥j) — Uyy(Xi, ¥j) =

Uit1,j — Ui,

Ux(Xi, Yj) ~ oh ,
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Dies liefert ein System von linearen Gleichungen
(8.10.2) Az=Db
fiir den Vektor

) T
Z:=[Z11,21,...,ZN1, - - -5 ZIN, Z2Ns - - -, ZNN]

der N? Unbekannten zj, i, j=1,..., N, die uj; := u(x;, yj) approximie-
ren.

Die Matrix A hingt von der Wahl von § und y ab. Fir § = y = 0 ist
sie (bis auf den Faktor h?) mit der positiv definiten Matrix A (8.4.5) des
Modellproblems identisch. Fiir y = 0 und alle § ist A noch symmetrisch,
wird aber fiir geniigend kleine negative Werte von § indefinit. Schlielich
ist A fiir alle y # 0 nichtsymmetrisch.

In einer ersten Gruppe von Tests vergleichen wir die Verfahren von
Jacobi, GauB3-Seidel, die Relaxationsmethoden, die ADI-Verfahren und das
Verfahren von Buneman. Wir verwenden dazu die linearen Gleichungen
(8.10.2), die zu dem Modellproblem gehdren, weil fiir dieses Problem die
Konvergenzeigenschaften der Verfahren genau bekannt sind. AuBerdem sind
die ADI-Verfahren und das Verfahren von Buneman auf die Behandlung
des Modellproblems (und einfacher Varianten davon) zugeschnitten. Die
linearen Gleichungen (8.10.2) zum Modellproblem werden auch im Test
des konjugierten Gradientenverfahrens verwandt, weil das cg-Verfahren die
positive Definitheit von A voraussetzt.

In einer zweiten Gruppe von Tests benutzen wir zum Vergleich der
iibrigen Krylovraum-Methoden (GMRES, QMR, Bi-CGSTAB) die linea-
ren Gleichungen (8.10.2) mit einer nichtsymmetrischen Matrix A (y # 0
und § « 0); diese Verfahren dienen ja zur Losung solcher allgemeinerer
Probleme.

Fir die erste Gruppe von Tests, die zu dem Modellproblem gehdren,
verwenden wir als rechte Seite f von (8.10.1) die Funktion

f(x,y) =277 sin X sin 7y.
Die exakte Losung u(X, y) von (8.10.1) ist dann
U(X,y) :=sin 7 X sin 7y
und als rechte Seite b von (8.10.2) erhélt man
b:= 2770
wobei

- T
O:=[ui, Uzr, ..., UNT, - oo UING -5 UNND Uij = u(Xi, ¥j).
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In Abschnitt 8.4 wurden die Eigenvektoren der Iterationsmatrix J des
Jacobiverfahrens angegeben, die zu A gehort. Man verifiziert sofort, da3 b
Eigenvektor von J, und wegen A = 4(I — J)/h? auch Eigenvektor von A
ist. Daher 146t sich auch die exakte Losung z von (8.10.2) angeben: Wegen

Jb=pub, mit wu=cosmh.

erhilt man

h?m?

(8.10.3) z2:= ——U.

2(1 — cosmh)

Fiir das Relaxationsverfahren wurden die optimalen Relaxationsparame-
ter wp gewahlt [s. Satz (8.3.17)], wobei fiir p(J) der exakte Wert (8.4.6)
genommen wurde. Ebenso wurden im ADI-Verfahren die optimalen Para-
meter aus (8.6.23) gewihlt, die zu m = 2k k =2, 4, gehoren, und die
Parameter @ und 8 wie in (8.6.24).

Als MaB fiir den Fehler wurde die Grofe

0 [ A20 ~b]

genommen; die Iterationen wurden abgebrochen, sobald F() auf die GroBen-
ordnung 10~ reduziert war.

Bei den Jacobi-, GauB3-Seidel-, Relaxations- und ADI-Verfahren wurde
z® := 0 als Startvektor der Iteration benutzt. Dem entspricht das Startre-
siduum F© = 272 ~ 20. Die Ergebnisse findet man in Tabelle I, in der
neben dem Wert N auch die Zahl i der Iterationen und das Endresiduum
F angegeben sind.

Die Resultate von Tabelle I stehen im Einklang mit den Aussagen
iiber die Konvergenzgeschwindigkeit, die in Kapitel 8 hergeleitet wurden:
das GauB-Seidel-Verfahren konvergiert doppelt so schnell wie das Jacobi-
Verfahren [Korollar (8.3.16)], die Relaxationsverfahren bringen eine weitere
Reduktion der Anzahl der Iterationen [Satz (8.3.17), (8.4.9)], und das ADI-
Verfahren benétigt die wenigsten Iterationen [vgl. (8.6.28)].

Da das Verfahren von Buneman [s. Abschnitt 8.8] nichtiterativ ist und
(bei exakter Rechnung) die exakte Losung von (8.10.2) in endlich vielen
Schritten mit einem Aufwand [s. 8.8] von ca. 6N?log, N Gleitpunktopera-
tionen liefert, sind die Rechenresultate fiir dieses Verfahren nicht angegeben.
Um die iterativen Verfahren mit dem von Buneman zu vergleichen, beachte
man, daBl alle diese Verfahren nur die Losung z von (8.10.2) berechnen.
Diese Losung z ist aber nur eine Approximation fiir die eigentlich gesuchte
Losung u(x, y) von (8.10.1). In der Tat folgt aus (8.10.3) durch Taylorent-
wicklung nach Potenzen von h
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Verfahren k N 7@ i
Jacobi 5 3.5x1073 60

10 1.2x1073 235
Gauss-Seidel 5 3.0x1073 33

10 1.1x1073 127
25 5.6x 1073 600

Relaxation 5 1.6x1073 13
10 09x 1073 28
25 0.6x1073 77
50 1.0x 1072 180

ADI 2 5 07x1073 9
10 44x1073 12
25 20x1072 16

4 5 12x1073 9
10 08x1073 13
25 1.6x107° 14
50 3.6x1074 14

Tabelle 1

w2h? h?n?
— U= - 1 )lu= U O h4
z—\ <2(1 —cosmh) )u 2" +OMD,

so daB fiir den Fehler ||z — Ul wegen ||U]le < 1 gilt

2.2

12

1Z—Glloo < + O(h%.

Da man in den Anwendungen nicht an der Losung z von (8.10.2), sondern
an der Losung u(x, y) von (8.10.1) interessiert ist, hat es wenig Sinn, die
Losung z von (8.10.2) genauer als mit einem Fehler der Groenordnung
h?> = 1/(N + 1)?> zu approximieren. Weil der Startvektor z? = 0 einen
Fehler ||z — z@| & 1 besitzt, bendtigt man wegen (8.4.9) mit dem Jacobi-,
GauB-Seidel- und dem optimalen Relaxationsverfahren folgende Iterations-
und Operationszahlen (eine Iteration erfordert ca. SN? Gleitpunktoperatio-
nen (flops, floating-point operations)), um z mit einem Fehler der Ordnung
h? zu berechnen:
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Verfahren  Iterationszahl flops

Jacobi 0.467(N + 1)2log;o(N + 1)> ~ N2log;o N 5N*log;y N
GauB-Seidel 0.234(N + 1)?log;o(N + 1)> & $N?log;y N 2.5N*log;o N
SOR 0.367(N + 1) log;o(N + 1)? 2 0.72N log;o N 3.6N3 log;y N

Zur Analyse des ADI-Verfahrens benutzt man (8.6.28): Man zeigt so
leicht, daB zu gegebenem N die Zahl R{ fir m ~ In[4(N + 1)/7],
Y4(N + 1)/7 ~ e, minimal wird. Das ADI-Verfahren mit optimaler Wahl
von M und optimaler Parameterwahl bendtigt also

R, - 1og;o(N + 1)? = 3.6(log,, N)?

Iterationen, um die Losung z von (8.10.2) mit einem Fehler der GroBenord-
nung h? zu approximieren. Pro Iteration erfordert das ADI-Verfahren ca.
16N? Gleitpunktoperationen, so daB die gesamte erforderliche Operations-
zahl ungefahr

57.6N*(log,, N)?

betrdgt. Das Buneman-Verfahren benétigt dagegen nach Abschnitt 8.8 nur
6N?log, N &~ 20N? log;, N
Gleitpunktoperationen, um (8.10.2) exakt zu 16sen.

Als néchstes untersuchen wir die Krylovraum-Methoden aus den Ab-
schnitten 8.7.1-8.7.4. Die numerischen Resultate fiir diese Verfahren (Aus-
nahme: die unvollstindige QMGRES(l)-Methode (8.7.2.22)) wurden mit
Hilfe von MATLAB unter Verwendung der MATLAB-Funktionen PCG, GM~-
RES, QMR and BICGSTAB gewonnen.

Da das cg-Verfahren (8.7.1.3) nur fiir positiv definite Systeme anwend-
bar ist, dienten zum Test die Gleichungen (8.10.2), die zum Modellproblem
gehoren (5 = y = 0). Als rechte Seite von (8.10.2) wurde der Vektor
b:= Ae e:=[l,...,1]T € RV’ genommen, so daB z = e die exakte
Losung von (8.10.2) ist. Als Startvektor wurde z¥ := 0 gewihlt. Wir
beschreiben die numerischen Resultate flir N = 50 [d.h. die Anzahl der
Unbekannten in (8.10.2) ist N? = 2500] in Form eines Diagramms, das die
GrofBen

__IAZD — b,

8.10.4 [ = "7
(81049 T AZO — |,

der relativen Residuen als Funktion der Iterationsnummer i angibt. Figur 27
zeigt die Resultate fiir das cg-Verfahren (8.7.1.3) ohne Vorkonditionierung
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Fig.27. Das cg-Verfahren mit und ohne Vorkonditionierung.

(durchgezogene Linie — ) und das vorkonditionierte cg-Verfahren (8.7.1.10)
(- = -), in dem zur Vorkonditionierung die SSOR-Matrix (8.7.1.11) mit
o = 1 verwandt wurde.

Die langsame Konvergenz des cg-Verfahrens ohne Vorkonditionierung
wird durch die Abschitzung (8.7.1.9) erklart: denn die Matrix A besitzt nach
(8.4.10) die relativ grofle Kondition

4
¢ = condy(A)=— (N + 1)* ~ 1054.
T

Die langsame Konvergenz wird also durch die Vorkonditionierung erheblich
beschleunigt. Dabei ist ein Schritt des vorkonditionierten Verfahrens zwar
teurer, aber nicht wesentlich teurer, wie die folgende Tabelle zeigt. In ihr
werden die Anzahl der Gleitpunktoperationen (flops) pro Iteration fiir beide
Verfahren angegeben:

| ohne Vorkonditionierung | mit Vorkonditionierung
flops/Iteration ‘ 34.5N? ‘ 47.5N?

Die Anzahlen der Iterationen (it) und Operationen (flops), die man
insgesamt zur Reduktion der GroBe des Startresiduums um den Faktor 10~7
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bendtigt, sind:

‘ keine Vorkonditionierung ‘ mit Vorkonditionierung
it 765 56
flops 26378N? 2662N?

In diesen Zusammenhang gehort ein theoretisches Resultat von Axels-
son (1977): Er zeigte, dal das cg-Verfahren (8.7.1.10) mit der SSOR-
Vorkonditionierung O(N??log N) Operationen erfordert, um eine Nihe-
rungslosung Z der linearen Gleichungen (8.10.2) des Modellproblems zu
finden, die geniigend genau ist, ||z — G|l = O(h?).

Das Verhalten der iibrigen Krylovraum-Methoden GMRES, QMR, und
Bi-CGSTAB, die in den Abschnitten 8.7.2-8.7.4 beschrieben wurden, wird
durch analoge Tabellen und Diagramme illustriert. Da diese Verfahren
primér zur Losung von linearen Gleichungen mit einer nichtsymmetrischen
Matrix A dienen, wurden sie anhand der unsymmetrischen Systeme (8.10.2)
getestet, die man aus (8.10.1) fiir § := —100, y := 40, N := 50, und den
Startvektor 2@ = 0 erhilt, aber nur fiir die vorkonditionierten Versionen
dieser Verfahren [es wurde die SSOR-Vokonditionierungsmatrix (8.7.1.11)
mit w = 1 zur Linksvorkonditionierung verwandt]. Figur 28 illustriert das
Verhalten der relativen Residuen rel; (8.10.4) in Abhéngigkeit von i fiir fol-
gende Verfahren: die Restart-Version GMRES(25) (8.7.2.21) von GMRES
(- —-) , das unvollstindige GMRES-Verfahren QGMRES(30) (8.7.2.22)
(--—-), das QMR-Verfahren aus Abschnitt 8.7.3 ( ), und das Bi-
CGSTAB-Verfahren (8.7.4.14) (---). Der Restart-Parameter i = 25 fiir
GMRES, und der Parameter | = 30 fiir QGMRES wurden minimal und
zwar so gewahlt, dal diese Methoden iiberhaupt in der Lage waren, eine
Iterierte z0) mit rel; < 102 zu liefern.

Die folgende Tabelle gibt wieder die Anzahl it der Iterationen und den
Rechenaufwand an, die diese Verfahren bendtigen, um das Startresiduum
rely = 1 auf reli; < 10~ zu reduzieren:

\ GMRES(25) \ QGMRES(30) \ QMR \ Bi-CGSTAB

it 202 179 73 101
flops 25199N?2 37893N2 | 6843N2 |  4928N?2
flops/it | 124.7N2 211.7N2 | 93.7N2 |  48.8N?2

Die numerischen Resultate fiir die Krylovraum-Methoden zeigen fol-
gendes: Das QMR-Verfahren und das Bi-CGSTAB-Verfahren sind klar den
verkirzten Versionen GMRES() (8.7.2.21) und QGMRES(l) (8.7.2.22) von
GMRES iiberlegen. Falls die Parameter i und | klein sind, ist zwar der
durchschnittliche Rechenaufwand pro Iteration dieser Verfahren klein, aber
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Fig. 28. Verhalten der GMRES-, QMR- und Bi-CGSTAB-Verfahren.

sie sind dann oft nicht mehr in der Lage, das Startresiduum in einer vertret-
baren Anzahl von Iterationen substantiell zu reduzieren. Fiir groere Werte
von N oder von | sind die Verfahren zwar fihig, genaue Losungen zu lie-
fern aber dann werden die Verfahren auch teuer, weil ihr durchschnittlicher
Aufwand pro Iteration mit fi und | rasch wichst.

In unseren Tests benotigte QMR ungefahr 40% mehr Rechenoperationen
aber 30% weniger Iterationen als Bi-CGSTAB, um eine Losung hoher Ge-
nauigkeit zu berechnen. Die Resultate zeigen aber auch, dafl die Residuen
der Iterierten bei QMR glatter konvergieren als bei Bi-CGSTAB, wo man
groflere Schwankungen beobachtet.

Zum SchluB einige allgemeine Bemerkungen zu den Verfahren von Ka-
pitel 8. Die klassischen Verfahren (Jacobi, GauB-Seidel, Relaxation) und
alle Krylovraum-Methoden sind im Prinzip geeignet, lineare Gleichungen
AXx = b mit einer diinn besetzten Matrix A beliebiger Herkunft iterativ
zu losen. Dagegen sind die ADI-Verfahren, das Buneman-Verfahren und
die Fouriermethoden aus Abschnitt 8.8 nur geeignet, die linearen Gleichun-
gen zu l6sen, die man bei der Diskretisierung bestimmter Randwertpro-
bleme fiir partielle Differentialgleichungen erhilt (Varianten des Modell-
problems). Verglichen mit diesen spezialisierten Methoden ist die Kon-
vergenz der klassischen Verfahren zu langsam. Wegen ihrer besonderen
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Dampfungseigenschaften werden sie aber Rahmen anderer Algorithmen ver-
wendet, so z.B. innerhalb des Dampfungsschritts von Mehrgitterverfahren
[s. Abschnitt 8.9, (8.9.7) und (8.9.14)].

Im allgemeinen verwendet man heute Mehrgitterverfahren zur Losung
der groBen linearen Gleichungssysteme, die man durch Diskretisierung von
Randwertproblemen fiir partielle Differentialgleichungen erhélt. Unter sehr
allgemeinen Voraussetzungen liefern diese Verfahren eine genligend genaue
Losung der linearen Gleichungen mit einer Anzahl von Rechenoperationen,
die lediglich linear (oder nur geringfiigig langsamer) mit der Zahl der Un-
bekannten der linearen Gleichungen wichst. In dieser Hinsicht sind die spe-
zialisierteren ADI-Verfahren und die Methoden von Abschnitt 8.8 fiir das
Modellproblem mit Mehrgitterverfahren vergleichbar, mit denen man aber
sehr viel allgemeinere Probleme 16sen kann.

Krylovraum-Methoden finden ihre natiirliche Anwendung bei der Lo-
sung der diinn besetzten linearen Gleichungssysteme, auf die, vereinfacht
ausgedriickt, Mehrgittermethoden nicht anwendbar sind. Solche Probleme
erhdlt man z.B. bei der Behandlung von Netzwerkproblemen. Krylovraum-
Methoden werden aber auch innerhalb von Mehrgitterverfahren verwandt,
z.B. bei der Berechnung von ,,Grobgitterlosungen® [s. (8.9.7)]. Fiir die Effi-
zienz von Kryloraum-Methoden sind Vorkonditionierungstechniken duferst
wichtig.

Ubungsaufgaben zu Kapitel 8

1. Man zeige:
p(A) <1 lim A =0.

i—o0
Hinweis: Man benutze Satz (6.9.2).

2. A sei eine m x m-Matrix und §, = Zin=0 Al. Man zeige: limp_, oo Sy existiert
genau dann, wenn p(A) < 1 ist und es gilt dann

lim S = - A~

n—oo

Hinweis: Man verwende Aufgabe 1) und die Identitét

(I —AS =1 — AL

3. In Gleitpunktarithmetik wird an Stelle von (8.1.10) effektiv folgende Iteration
ausgefiihrt:
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X = x©: Bi=L.
K0+D .= xO 4 g=1F®
mit FO := b — AX® und
a® = glx® + B7IF V) — x© + B7IF D).

R;
+a®),

(Mit Hilfe der Theorie in 4.5, 4.6 148t sich |a®|| nach oben abschitzen.) Man
zeige: ' .
a) Der Fehler ¢ := X0 — x, x := A~!b geniigt der Rekursion

# ¢1tD = =B 1A +a® =ce® +al®, c:=1 -B A

Man leite daraus eine explizite Formel fiir e® ab.

b) Man zeige, daf} die le® | fiir i — oo beschrinkt bleiben, falls p(C) < 1
und die a@) beschrinkt bleiben, ||a®)|| < 5 fiir alle i. Man gebe eine
moglichst gute obere Schranke fiir lim sup;_, o, ey

4. Man zeige:
a) A ist genau dann unzerlegbar, falls der zu A gehdrige Graph G(A) zusam-
menhéngend ist.
Hinweis: Man benutze, dafl die Graphen G(A) und G(PTAP), P eine
Permutationsmatrix, bis auf die Numerierung der Knoten {ibereinstimmen.

b) Sei
1 0 2 1 2 0
A1=|: 31 0:|, A2=|:—1 1 0:|.
-1 0 1 3 01

Man zeige: Es existiert eine Permutationsmatrix P, so da3 Ay = pT A P;
G(A1) und G(Ay) sind identisch bis auf Umbenennung der Knoten der

Graphen.
5. Gegeben
2 0 -1 -1
- 0 2 -1 -1
A= -1 -1 2 0
-1 -1 0 2
Man zeige:

a) A ist unzerlegbar.
b) Das Gesamtschrittverfahren konvergiert nicht.

6. Man zeige: die Matrix
2 -1 0 -1
-1 2 -1 0

0 0 2 -1
—1 0 -1 2

A=

ist unzerlegbar und nichtsinguldr.

7. Man betrachte das lineare Gleichungssystem AX = b, A eine nichtsinguldre n x
n-Matrix. Falls A zerlegbar ist, so kann man das vorliegende Gleichungssystem
immer in N Gleichungssysteme, 2 < N < n, der Form



Ubungsaufgaben zu Kapitel 8 377

N N
> Ajxc=bj,  Ajj mj x mj-Matrix, Y mj =n,
k=] j=1
zerlegen, wobei alle Ajj unzerlegbar sind.

8. (Varga (1962)) Man betrachte die gewohnliche Differentialgleichung

—d xoI X X)y(x) = f(x a<x<b
&p()&y()+0()y()— x), <X=<Db,

y@ =ai, yb) =a,

p(x) € C3[a,b], o(x) stetig und o(x) > 0, p(x) > 0 auf a < x < b.
Man diskretisiere die Differentialgleichung zu der allgemeinen Intervallteilung
a=X) <X <X <---<Xpg < Xpt1 = b, mit

hi == Xi+1 — Xi,
unter Verwendung von

! Yit1 —¥ Yi —VYi-1
p|+1/27hi I3|71/27hi_1

(%) i( (X)i (X)) =
ax \PYaxY0) = T
2
{O(H%), falls hj = hj_,
o(hy), falls hj # hj_4

mit by = max(h;, hi_) und

Pit12 = PXit1/2) = PG +Ni/2), pi—12 = pXi—1/2) = P —hi—1/2).

Man zeige:

a) mit Hilfe der Taylorentwicklung, da3 (x) gilt.

b) Fiir die Matrix A des entstehenden linearen Gleichungssystems mit AX = b
gilt: A ist reell, tridiagonal mit positiver Diagonale und negativen Neben-
diagonalelementen, sofern die h; fiir alle i hinreichend klein sind.

c) A ist unzerlegbar und erfiillt das schwache Zeilensummenkriterium.

d) Die Jacobi Matrix J ist unzerlegbar, J > 0, 2-zyklisch, konsistent geordnet
und es ist p(J) < 1.

e) Konvergieren die Jacobi-, Gauf-Seidel-, Relaxationsverfahren bzgl. der
feinsten Partitionierung von A?

9. Gegeben seien

0 1 1 r 1 0
A1=|:1 0 1:|, A=]1 1:|,
1 1 0 L 1 0
0 10 001 o
A3=|:1 0 1:|, Ay = 01 0 11
1 0
L1 0 0 O
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As = . Ag=

—_—o oo

0
0
1
0

SO~ O
—_o oo
S = O =
SO ~=O
(==

1
0
0
0

Welche Graphen G(A;) sind 2-zyklisch?

10. Gegeben sei die 9 x 9-Matrix A

(%)

a)

b)
©)

d)

M —I 0 4 -2 0
A=|-1 M -1 |, mt M=| -1 4 —1].
o -1 M 0 -1 6
Man gebe die Zerlegungsmatrizen B, C von A = B — C an, die den
folgenden 4 Iterationsverfahren entsprechen:

(1) Jacobi
(2) GauB-Seidel

(3) Jacobi
(4) GauB-Seidel

Man zeige: A ist unzerlegbar, G(J) 2-zyklisch und A hat ,,property A“.
Man zeige, daf die Verfahren (1) und (2) fiir A konvergieren, wobei (2)
schneller als (1) konvergiert.

Man zeige, dafl (3) und (4) konvergieren.

Hinweis: Man berechne nicht M~!, sondern man leite einen Zusammenhang
zwischen den Eigenwerten von J; bzw. H;, und M her. Dabei beachte man,
daB bei speziell partitionierten Matrizen S, wie

0 R O
S=|R 0 R,
0 R O
die Eigenwerte von S durch die von R ausgedriickt werden konnen, falls
man einen Eigenvektor fiir S ansetzt, der analog zu S partitioniert ist.

} bzgl. der feinsten Partionierung,

} bzgl. der in (*) benutzten Partionierung .

11. Man zeige von folgender Matrix A, dal} sie ,,property A“ besitzt und nicht
konsistent geordnet ist. Man gebe eine Permutation an, so dafl die permutierte
Matrix PT AP konsistent geordnet ist.

4 -1 0 0 0 —17]
-1 4 -1 0 -1 0
0 -1 4 -1 0 0
0 0 -1 4 —-1 0
0 -1 0 -1 4 -1
-1 0 0 0 -1 4
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12. Man zeige: Alle Blocktridiagonalmatrizen

D1 An
Ay Do A

- AN-1,N
AN,N-1 Dn
Di nichtsinguldre Diagonalmatrizen, Ajj # 0 haben ,,property A®.
13. Man zeige: (8.4.5) ist konsistent geordnet.

14. Man weise nach: A ist konsistent geordnet, besitzt aber nicht die ,,property A®.

1 -1 0
A:=|:1 1 O:|.
1 11

15. Man betrachte das Dirichletsche Randwertproblem auf dem Gebiet §2 (s. Fig.
27 mit 2 fir h=1.

y

3 7

5 5 6

1 1 2 3 4

1 2 3 4 X
Fig. 27. Das Gebiet 2.

a) Man stelle das zugehorige Gleichungssystem AX = b auf unter Benut-
zung der Diskretisierung (8.4.2) und gebe A an, wobei der Vektor X
in der in Fig. 26 angegebenen Reihenfolge geordnet werden soll, d.h.
X = [Xi1, Xa1, X31, X41, X12, X22, X13] .

b) Man zeige: A ist unzerlegbar, symmetrisch, G(J) 2-zyklisch, A hat ,,prop-
erty A und es ist p(J) < 1.

¢) Man ordne A konsistent und gebe an, welcher Umnumerierung der Varia-
blen X in der Figur dies entspricht. Ist diese Umordnung eindeutig?



380 8 Iterationsverfahren fiir grofle lineare Gleichungssysteme

16. Gegeben sei
3 -1 0 0 0 —17
-1 3 -1 0 -1 0
0 -1 3 -1 0 0
0 0 -1 3 -1 0
0 -1 0 -1 3 -1
-1 0 0 0 -1 3

a) Man zeige, daB die Gesamtschritt, Einzelschritt- und Relaxationsverfahren
konvergieren.

b) Welches dieser Verfahren ist vorzuziehen?

¢) Man gebe explizit die zu Aund dem unter b) gewédhlten Verfahren gehdrige
Iteration an.

17. Man vergleiche anhand des Modellproblems das einfache Relaxations- mit dem
Blockrelaxationsverfahren zu der in (8.4.5) angegebenen Partitionierung und
zeige fir N — oo:

p(H,,(a)b)) ~ p(H(w))K, mit « = /2.

Hinweis: Man beachte die Angaben zum Modellproblem in 8.5.
18. (Varga (1962)) Gegeben sei die Matrix A

a. Man bestimme den Spektralradius p; der zu A gehorigen GauB-Seidel-
Matrix H; zur feinsten Partitionierung von A (,,Punkt-Gauf3-Seidel-Metho-
de®).

b. Man bestimme p» = p(Hy), wobei Hy die zum Block-Gaul3-Seidel-
Verfahren gehérende Matrix ist. Man benutze die oben angegebene Par-
titionierung.

c. Man zeige 1 > py > pj, d. h. das Block-GauB3-Seidel-Verfahren muf3 nicht
schneller als die Punkt-Gauf3-Seidel-Methode konvergieren.

d. Man beantworte a), b) fiir

gilt wiederum 1 > pp > p1 ?

19. Man verifiziere (8.6.10)~(8.6.13).
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20. (Varga (1962)) Man zeige:

r—x
r+x

a) min  max
r>0 O<a<x<g

2: ﬂ—ﬁz
VB’

wobei das Minimum gerade fiir r = /o angenommen wird.
b) Fiir das Modellproblem mit

ni = 4 sin2 177{
! 2(N+1)
(vgl. (8.6.12)) erhdlt man dann
cos’ Ni[l— 0
minp(Ty) = ——.
r=0 1 4+ sin il
N+1

21. Man kann fiir (8.6.18) Naherungsldsungen angeben, die in der Praxis fiir kleine
m oft hinreichend gut die exakte Losung approximieren. Peaceman, Rachford
haben folgende Niherung vorgeschlagen:

o 2j=1/@2m) )
rj:ﬁ'(g> , j=12,....m

Man zeige:

rp —X

a
) ri +X

<1, firalle j, a<X<§.

b) B>r1>ry> - >rm>«aund fiir z:= (/)M gilt:
e — X
gk + X

1—-2z
<

14z

firk=ma<X=<rmbzw. k=1,8>X>r].

2
< -z [ >X>r;
= 1+2z s i Z A Z 141

c) Aus a) und b) folgt fiir (8.6.17)

X—=Tiy1 X—Tj
X+ Tigr X+

1—2
1+2

[s. Young (1971) fiir Einzelheiten zu diesen Néherungsformeln].

o1, ..., m) <

22. Man zeige fiir die in (8.6.21) erzeugte Folge o, j:

@ <o <ajt1 < Pjy1 <Py <pPo. j=z1,

vadjust
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23.

24.

25.
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und
lim aj = lim gj.
] —>0o0 J—>0o0
Man bestimme die Parameter ri(4) firm=4,a =0.5 8 =3.5aus (8.6.23) und

vergleiche sie mit den Néherungswerten der Formel von Peaceman-Rachford
in Aufgabe 21. Insbesondere vergleiche man ¢(ry, ..., r4) mit der in Aufgabe
21 c) gegebenen Abschitzung.

Man betrachte das Dirichletsche Problem zur Differentialgleichung
Uxx + Uyy + : Ux + : uy =0
XX yy X X y y —

in einem rechteckigen Gebiet £2 mit 2 C {(X, YIix=1y> 1}. Man gebe
eine Differenzenapproximation des Problems, so dafl das entstehende lineare
Gleichungssystem der Form

(H+V)z=b
die Eigenschaft HV = V H besitzt.
(Varga (1962)) Man betrachte die Differentialgleichung

UXX + uyy = 0

auf dem Rechtecksgebiet £2 := {(X, y) | 0 < X, y < 1} mit den Randbedingun-
gen

u@©,y)=1, ud,y) =0, 0<y=<1l
%(X,O):%(x,l)zo, 0<x<l.

a) Analog zu (8.4.2) diskretisiere man Uxx+Uyy fiir die Maschenweite h = 1/3
fiir alle Gitterpunkte an denen die Losung unbekannt ist. Die Randbedin-
gung Uy (X, 0) = Uy(X, 1) = 0 beriicksichtige man durch Einfiihrung fikti-
ver Gitterpunkte z. B. (Xj, —h) und approximiere Uy(X;, 0) durch

u(xi, 0) —u(x —h)
h

Man erhilt so ein lineares Gleichungssystem Az = b in acht Unbekannten.
Man gebe A und b an.
b) Man bestimme die Zerlegung A = Hj + V; entsprechend (8.6.3) und zeige
Hj ist reell, symmetrisch, positiv definit,
V) ist reell, symmetrisch, positiv semidefinit.
¢) Man zeige:

+0h), =12

uy(xi,0) =

H;Vi = Vi H.

d) Obwohl die Voraussetzungen von (8.6.9) nicht erfiillt sind, zeige man
p(Tr) < 1 fiir r > 0 und man berechne r,:

P(Tr‘,p‘) = min p(Tr).
r>0
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Als Ergebnis erhdlt man r,,, = /3, mit
V3-1
NAESE

Hinweis: Man benutze das Ergebnis von Aufgabe 20 a), die exakten Eigen-
werte von H; und beachte den Hinweis zu Aufgabe 10 d).

p(Tryy) <

26. Man betrachte das lineare Gleichungssystem Az = b von Aufgabe 15, wenn
man die Unbekannten nicht in der in 15 a) angegebenen Reihenfolge {1, 2, 3, 4,
5,6, 7} (s. Fig. 22), sondern in der Reihenfolge {7, 5, 6, 1, 2, 3, 4} anordnet.
a) Man zeige, daB mit dieser Ordnung A konsistent geordnet ist.

b) Man gebe die zu (8.6.3) analoge Zerlegung

A=H; +V,

an und zeige:

a) Hi, Vi sind symmetrisch, reell, Hj ist positiv definit, V| hat negative
Eigenwerte.

B) HiVi # ViHi.
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